5. Zadatak. Neka je V konacnodimenzionalan unitaran prostor i neka je A € L(V)
operator takav da je r(A) = k > 0. Pokazite da postoje ortonormiran skup {ej,es, ..., ex}
i vektori fi, fo,..., fr u V takvi da vrijedi

k

Az = Z(x,ﬁ}ei, Ve eV.

i=1

Rjesenje. Neka je {ej,ea,..., e} ONB za sliku operatora A, Im A (ovdje koristimo
¢injenicu da svaki netrivijalan kon.dim. unitaran prostor ima ONB; Im A je u naSem
slucaju netrivijalan zbog pretpostavke r(A) = k > 0). Sada je

k
Axr = Z)‘iei’ Ve eV,

i=1
pri ¢emu skalari \;, 2 =1,2,...,k, ovise o z.
Ako ovu jednakost skalarno pomnozimo s e;, za bilo koji j = 1,2,...,k, dobivamo,

zbog (e;, €j) = d;,
<A£E,€j> :>\j> VJ: 1,2,...,k.

Koristedi svojstvo adjungiranog operatora, to mozemo pisati u obliku
<$,A*€j> = )\j, VJ = 1,2, Ce ,k.

Sad je jasno: ako oznac¢imo vektore A*ey, A*eq, ..., A*ex kao fi, fo, ..., fr, onda pocetna

jednakost prelazi u
k

Az = Z(m,f,»)ei, Ve eV.

=1



