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KLASIFIKACIJA PARCIJALNIH DIFERNCIJALNIH JEDNADZBI

Def 1 Linearna PDJ je jednadzba u kojoj se parcijalne derivacije nepoznate
funkcije javljaju linearno uz koeficijente koji mogu ovisti o varijablama.

Def 2 Polulinearna ili semilinearna PDJ je jednadzba u kojoj se parcijalne
derivacije nepoznate funkcije najviseg reda javljaju linearno uz koeficijente
koji mogu ovisiti o varijablama.

Def 3 Kuvazilinearna PDJ je jednadzba u kojoj se parcijalne derivacije nepoz-
nate funkcije najviseg reda javljaju linearno uz koeficijente koji mogu ovisiti
o varyjablama, funkciji i parcijalnim derivacijama niZeg reda.

Def 4 Nelinearna PDJ je svaka PDJ koja nije linearna, polulinearna ili
kvazilinearana.

PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE PRVOGA REDA

Teorem 1 Ako je c € R, ug € CY(R,C) onda postoji jedinstveno rjesenje
Cauchyjeve zadace
u; + cuy, =0 na R?
{ u(0,.) = ug

dano formulom u(t,z) = uo(z — ct)
Dokaz. Formula je ocito rjesenje Cauchyjeve zadace, a jedinstvenost slijedi

iz ¢injenice da je rjesenje konstantno u smjeru vektora (1, c) pa je u(t,x) =
u(t+ s,z +cs) = u(0,x — ct) = up(z — ct)

Q.E.D.

Na prostoru C*(R™, C) definiramo metriku d(f, g) = sup{min{1,9;, ... ; (f—
g) (@) :1€A{0,...,k},i1,..., 5, €{l,...,n}}:z e R"}

Sada imamo da je preslikavanje L : C*(R,C) — C*(R% C) dano sa
L(up) = wu o¢ito neprekidno i linearno.

Def 5 Funkcija je analiticka u tocki ako postoji okolina te tocke na kojoj
je jednaka svom Taylerovom razvoju. Funkcija je analiticka na otvorenom
skupu ako je analiticka u svakoj tocki toga skupa.

Teorem 2 Neka je @ C R? otvoren skup i neka je c € C\ R. Ako funkcija
u € CY(Q,C) zadovoljava u; + cu, = 0 na  tada je u analiticka na 2.
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Dokaz. Za opéeniti ¢; 4+ ic; = ¢ € C\ R imamo ¢y # 0. Neka je u = v + iw
tada imamo v, + ¢c1v, — cow, = 01 wy + cv, + cqw, = 0
Definiram regularan linearan operator ¢(a, b) = (a, c;a+ c2b) koji proma-
tram kao preslikavanje sa ¢~ 1(2) na Q. Sada definiram f = uo ¢ = g + ih.
Sada imamo g, = vy + 10z, hy = CoUs, gy = CoU; 1 hy = Wy + crw, pa je
Ga = hy 1 g = —h, odnosno funkcija a + ib — f(a,b) je holomorfna pa je
analiticka. Imamo da je tada i u = f o ¢! isto analiticka.

Q.E.D.

Teorem 3 (Picard, dokaz u Obicne diferencijelne jednadzbe, Ali¢) Neka je
Q C R" otvoren skup, (tg,xe) € Q i neka je f : Q — R"™ neprekidna
funkcija koja je i lokalno Lipschitzova po x (po zadnjih n varijabli). Tada
dx/dt = f(t,x) na )
x(ty) = Xo

rjesenje cije je podrucje definicije otvoren interval.

Cauchyjeva zadaca { mma jedinstveno neprosirivo

Ukoliko je funkcija f : Q@ — R" iz kalse C' po x (po zadnjih n varijabli)
tada je f lokalno Lipschitzova po x.

Teorem 4 (Gronwallova lema, dokaz u Obicne diferencijalne jednadzbe, Alic)
Neka je J interval, neka je w € C(J, [0, +00)) te neka su «, 3,y nenegationi
cijelt brojevi. Ukoliko je tada za tg € J
t
/ w(T)dT
to

w(t) < (a+ Bt —tof)er !

w(t) < a+ Bt —to| +

zat € J onda je

zate J.

Teorem 5 Neka je Q C R"™ o € CHQ,RY), (to,z0) € Q onda je t —

x(t, to, xg) rjesenje Cauchyjeve zadace { ;la(st/c)it_:wa(t,x) na {2 klase C' po
0) — 40

svim argumentima.

Dokaz. Kako je x(t,tg — s,x9) = x(t + s, to, Tp) imamo da je to rjesenje klase
C' po prvom i drugom argumentu.
Sustav
dr/dt = a(t,z) na Q
{ [E(to) =X



mozemo prevesti u autonomni ako stavimo y = (z,7), b(y) = a(r,z), yo =
(x0,t0). Autonomni sustav tada glasi

{ dy/dt = b(y) na €
y(to) = vo
Primjetimo da rjesenje ovisi samo o (tg,zo) pa gledamo y = y(t, g, xo).
Definiramo
7i(t, to, o, h) = y(t, to, o + he;) — y(t, to, o)
tada je r;(to, to, xo, h) = he; $to zajedno s
at'f’i(t, tO? Zo, h’) = b(y(t7 th o + hel) - b(y(t7 th .730))
daje
t

7i(t, o, o, h) = he; + /(b(y(sjtoﬂfo + he;)) — b(s, to, z0))ds

to

Sada po teoremu o srednjoj vrijednosti postoji M > 0 takav da je
to
Ira(t, fo, 20, W) < || + M / I72(5, fo, 0, 1) | ds
t

Koriste¢i Gronwallovu lemu dobivamo
73t to, o, ) || < [RfeM !
iz cega slijedi da funkcija y = y(t,tg, zo) ovisni neprekidno o zg. Postavimo

sustav
U}Z<t0) = €;

Nije tesko pokazati da w; = w;(t, to, zo) ovisi neprekidno o ¢y, . Sada imamo
(915(7“1»(75, to, Zo, h) — hwl(t)) =

Db(y(t, to, o) (ri(t, to, xo, h) — hw;(t)) + o(||r(t, to, o, h)||)

Kako je o(||r(t,to,z0, h)||) = o(|h]) 1 ri(to,to, 0, h) — hw;(ty) = 0 zbog
neprekidnosti od Db(y(t,ty, x)) postoji N > 0 takav da je

t
||Ti(t7t07x07 h) - hwl(t>” < N / ||Ti(87t07x07 h) - hwl(S)Hds + O(|h|)
to
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Sada po Gronwallovoj lemi imamo ||r;(t, to, o, h) — hw;(t)|| < o(|h|)eN ol

Odnosno }lLiI% ”(t’to’mo’: )=hwil) _ ) gdnosno
. Ti(t7t0,xo7h)
lim —- 0O (8 1,
hln(l) h w( 0 330)

pa je y = y(t,to, o) klase C* po xy. Kako je y = (z,7) imamo da je
x = x(t, 1y, 7o) klase C' po .

Q.E.D.

Def 6 Neka je k > 1. Neka je Q C R™ otvoren skup i neka je f € C*(Q,R)
ako je skup M = f~Y(c) za ¢ € R neprazan onda M zovemo glatkom hiper-
plohom klase C* ukoliko za x € M wvrijedi V f(x) # 0. Za hiperplohu tangen-
cijalni prostor u tocki p € M je ortogonalni komplement od V f(p).

Def 7 Neka je k > 1. Neka je Q C R™ otvoren skup, injektivnu funkciju
© € CK(Q,R") takvu da joj je diferencijal u svakoj tocéki maksimalnog ranga
zovemo parametrizirana m-ploha klase C* wR™. Ako je jos m = n—1 zovemo
je parametrizirana hiperploha. Tangencijalni prostor T,M na M = ¢(2) u
tocki p € M je slika od diferencijala preslikavanja ¢ u tocki o= '(p) to jest
Im Do (¢ (p))

Neka je S hiperploha ili parametrizirana hiperploha u R™ klase C'. Neka
je up : S — R funkcija klase C*. Sa S* = {(z,uo()) : © € S} oznacimo graf
od ug. Neka je U C R"*! otvorena okolina od S*. Neka je a € C*(U,R") te
b € CY(U,R). Promatramo kvazilinearnu jednadzbu prvog reda

a(z,u(z))Vu(z) = b(z,u(x))

sa pocetnim uvijetom u|s = ug. Pretpostavimo da imamo rjesenje na nekom
otvorenom skupu Q D S. Vrijedi da je (Vu(z),—1) normala na graf od w.
Da to vidimo graf od u shvatimo kao nivo skup funkcije f(x,y) = u(x) — y.
Normala na taj nivo skup je Vf(z,y) = (Vu(z),—1) pa je to i normala na
graf od u.

Def 8 Kazemo da je hiperploha ili parametrizirana hiperploha S karakter-
isticna u tocki x € S s obzirom na kvazilinearnu jednadzbu prvog reda

a(x,u(x))Vu(z) = b(x,u(x))

sa pocetnim uvijetom u|s = uy ako je a(x,up(x)) tangencijalno na S u tocki
x. Ako S nije karakteristicna niti u jednoj svojoj tocki kaZemo da je nekarak-
teristicna.



Spomenutu kvazilinearnu jednadzbu mozemo pisati kao

(i ) (747 =
a(z, u(w))
b(z, u(z))

Promatramo sljedece jednadzbe karakteristika

{ dr/dt = a(z,y)

odnosno polje ( ) je tangencijalno na graf od wu.

dy/dt = b(z,y)

zajedno s pocetnim uvijetima u tg kroz tocku P = (g, u(zo)).

Qf(tQ) = X9
y(to) = u(xo)
Teorem 6 Neka je tocka P = (xg,u(xy)) tocka grafa riesenja u jednadzbe

a(z,u(z))Vu(z) = b(x,u(x)). Ako jet — (x(t),y(t)) karakteristika koja u to
prolazi kroz tocku P onda ona u cijelosti lezi u grafu od u.

Dokaz. Definiramo z(t) = y(t) — u(x(t)). Vrijedi z(ty) = 0. Racunamo

%(t) — %y(t) — Vu(:v(t))%ﬂf(t) =

b(x(t), 2(t) + u(x(t))) — Vulz(t))a(x(t), 2(t) + u(z(t)))

uz pocetni uvijet z(tg) = 0 imamo jedinstveno rjesenje, a jedno ocito rjesenje
je z(t) = 0 pa je teorem dokazan.

Q.E.D.

Teorem 7 Neka je S hiperploha ili parametrizirana hiperpoloha klase C1 u
R", a € CY(U,R"), b € CY(U,R) i uy € C(S,R) pri éemu je U C R"!
okolina grafa S* funkcije uy. Postoji riesenje u klase C' problema

{ a(z,u(z))Vu(z) = b(x,u(x))

uls = ug

definirano na nekoj okolini ) od S ako je S nekarakteristicna.



Dokaz. Uzmimo da je S parametrizirna hiperploha to jest neka je S zadana
parametarski S = {g(s) : s € O C R"" '},
Ako je S hiperploha onda svakako lokalno mozemo naéi okolinu takvu da
ta ploha bude zadana parametarski zbog teorema o implicitnoj funkciji.
Promatramo jednadzbe karakteristika definiranih preko Cauchyjeve zadaée

dx/dt = a(z,y)
dy/dt = b(z,y)
2(0) = g(s)

y(0) = uo(g(s))

Neka je rjesenje dano sa h(t, s) = (Z(t, s),9(t, s)). Ono je klase C* po oba
argumenta.
Racunamo

Vi(0,s) = (0:2(0, 5), V(0 5)) = (a(g(s),uo(g(s))), Vg(s))

pa kako je S nekarakteristicna to je VZ(0, s) regularan pa postoji okolina U
tocke g(s) i okolina V' tocke (0, s) takve da je #:V — U difeomorfizam

Definiramo funkciju u na U sa u(x) = g(s,t) = g(z7!(z)). Kako karak-
teristike leze na grafu rjeSenja imamo da je u lokalno rjesenje. Vidimo da je
na U jednstveno odreden u. Sada rjesenje na okolini od S je unija lokalnih
rjesenja.

Q.E.D.
Promatramo jednadzbu
ar(z,y, u)0yu + as(z,y, u)Oyu = b(z,y,u)
i pridruzene joj karakteristike

dx/dt = aq(z,y,u)

dy/dt = CLQ(CC, Y, u)
du/dt = b(z,y,u),

Ako je a; # 0 u nekoj tocki onda prema teoremu o inverznoj funkciji
odnos x = z(t) daje odnos t = t(x) pa u okolini polazne tocke imamo dt/dx =
1/ai(x,y,u) sada imamo da na nekoj okolini y = y(z) pa imamo

dy dy dt as
dr  dtdx ay

Sto nas navodi da promatramo subsidijarne jednadzbe
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der dy du

aq a9 b

Rjesavanjem toga sustava dobijemo

v(z,y,u) = ¢
w(z,y,u) = ¢y

Tvrdimo da rjeSenje u mozemo zapisati implicitno za proizvoljnu funkciju
F Kklase C! kao F(v(x,y,u), w(z,y,u)) =0

Ako je u nekoj tocki Py = (z9, Yo, uo) vrijedi oy FO,v + 0, FO,w # 0 tada
postoji okolina U tocke (zg,yo) da na njoj vrijedi ta nejednakost i na njoj
definirana glatka klase C' funkcija u = f(z,y) takava da

Fu(e,y, f(z,y), w(z,y, [(,9))) =0

za (v,y) € U
Ako deriviramo tu formulu po x dobijemo

01 F (0,0 + 0,00, f) + 0o F (0w + O,wd, f) =0

Ukoliko je deriviramo po y dobijemo

01 F(0,v + 0,00, f) + 02 F (Oyw + 0,w0, f) =0

mamo Oz + 0,0, f  Opw + Ouwiy f oF\ 0
Oyv + 0,00, f  Oyw + O,w0, f OoF )
Kako je < 215 > # 0 imamo da je determinanta gornje matrice 0 pa
2
slijedi

(00 + 0005 f) (Dyw + Duwdy f) — (B + Oyw s f)(Dyv + v, f) = 0

kada se to sredi dobije se

EOI P Y
O(u, y) Oz, u)| " |0(y,z)
Pretpostvaimo da su v, w funkcijonalno nezavisne to jest da je Jacobijeva
matrica -2%%L punog ranga. BSO pretpost d O(v,w) 1
ey PUnog rang pretpostavimo da je 3 By legularna.

Ako imamo krivulju ¢t — (z(t),y(t), u(t)) koja rjesava

{ v(z,y,u) =

w(z,y,u) = co
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onda imamo

v(z(t),y(t),u(t)) =c
w(z(t), y(t),u(t)) = ca

Kada deriviramo to po ¢ dobijemo

dx dy du
8505 + %Ua + auvg = 0
dx dy du
Oyw— + Oyw— + Oyw— =0

Y T T

Sto je jednako zbog jednadzbi karakteristka sa

Oyvay + Oyvas + 0, vb =0
O,way + Oywag + O,wb =0
pretpostavimo da b # 0 pa slijedi
O(v, w)
O(z,y)

—a1 [O(v,w)
b |0(z,y)

odnosno a; f; + azf, = b

O f + 2

Oy f =

_ ’M’
Oz, y)

VALNA JEDNADZBA
Jednadzbu oblika

Opu — A Au = f(x,t)

gdje je Au = 0Oyypy + ... 0y,.,u operator Laplacea zovemo valnom jed-
nadzbom, ako je f(¢,2) = 0 onda je jednadzba homogena. Prvo ¢emo pro-
matrati homogenu valnu jednadzbu sa jednom prostornom dimenzijom.

Problem 0yu — c20,,u = 0 moZzemo zapisati (0; — ¢0,)(9; + c0,)u = 0 pa
se problem svodi na rjeSavanje sustava

(O —cOz)g =0
(O + cOx)u = q

Znamo da je q(t,z) = g(x + ct) za neku C* funkciju g.

Neka je G primitivna funkcija funkcije 2 pa racunamo (0; + c0,)G(x +
ct) = G'(x + ct)e + cG'(z + ct) = 2¢G'(x + ct) = gz + ct) pa je (0 +
cO)(u(t,z) — G(z + ct)) = 0 pa je u(t,z) — G(z + ct) = F(x — ct) odnosno
u(t,z) = G(x + ct) + F(x — ct)

Ako je u klase C? onda je i F klase C? jer je G klase C?%. Pokazli smo
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Teorem 8 Funkcija u klase C? zadovoljava homogenu valnu jednadzbu Oyu—
0,u = 0 ako i samo ako postoje funkcije F i G klase C? takve da je
u(t,z) = F(x — ct) + G(z + ct)

Teorem 9 Neka je u klase C? na otvorenom skupu Q C R2. Tada je ekvi-
valentno

(a) u zadovoljeva homogenu valnu jednadzbu na Q

(b) za svaki paralelogram ABC D unutar ) ¢ije su stranice paralene sa pravcima
x = ct odnosno x = —ct vrijedi u(A) + u(C) = u(B) + u(D)

(¢) za svaki romb ABCD unutar ) ¢ije su stranice paralelne pravcima x = ct

i x = —ct vrijedi u(A) +u(C) = u(B) + u(D)

A

Dokaz. (a) = (b) Znamo da postoje funckcije F' i G takve da je u(t,x) =
F(z—ct)+G(z+ct). Kako A i B leze na istom praveu x — ¢t = const imamo
da je F(A) = F(B) sa slike vidimo ostatak to jest da je F(C) = F(D),
G(A) = G(D) i G(C) = G(B). Kada zbrojimo tih 4 jednakosti dobijemo
F(A) + G(A) + F(C) + G(C) = F(B) + G(B) + F(D) + G(D) odnosno
u(A) +u(C) = u(B) + u(D)
(b) = (c) je ocito.
(¢) = (a) Neka je (t,z) € Q tada postoji dovoljno mali h > 0 takav da
je konveksna ljuska tocaka A, B,C, D sadrzana u Q gdje je A = (x,t + h),
B=(zx—ctt),C=(x,t—h)iD = (x+ct,t). Po pretpostavci je
u(z,t+ h) +u(z,t —h) = u(x — ch,t) + u(z + ch,t) (%)

Ako je f:I € R — R klase C? onda postoji ¢ € (0,1) takav da je
flw+h) = f(@)+hf'(x) + 25 f"(x + ch) ()

Iz (%) 1 (**) sada slijedi da postoje e1,¢€9,23,£4 € (0,1) takvi da je

u(t, z) + howu(z,t) + h—;@ttu(x, t+e1h)+
u(z,t) — howu(z, t) + L0pu(z, t — esh) =
u(z,t) — choyu(z,t) + (62)2 Oppu(x — £3¢h, t)+
u(z,t) + choyu(x,t) + Opzu(x + €4ch, 1)

(ch)?
2

Iz cega slijedi kada se h pusti u 0
Opu(z,t) = Oppu(x,t)
Q.E.D.



Promotrimo pocetnu (Cauchyjevu) zadacu za homogenu valnu jednadzbu:
Ot — 2Oppu = 0,
u(.,0) = o,
8tU(.7 0) = Uy,
Imamo opce rjesenje homogene valne jednadzbe
u(t,z) = F(x — ct) + G(z + ct)
Probajmo zadovoljiti pocetne uvijete
u(z,0) = F(z) + G(z) = up(x)
dyu(x,0) = —cF'(z) + ¢G'(x) = uy(x)
Drugu jednadzbu integriramo pa dobijemo

F() + Gla) = — /0 w(€)de + A

u kombinaciji s prvom imamo

Pla) = gunle) + 5. [ wlpd -5

pa konacno imamo d’Alambertovu formulu

1 T+ct
u(t,z) = E(uo(x —ct) + up(z +ct)) + % /_ t uy (&)dg

Teorem 10 Jedinstveno rjesenje zadace

Opu(t,r) — POpu(t,z) = f(t,x)
u(0,z) = ug(x)
Owu(0,2) = uy ()

je zadano formulom

z+ct t x+c(t—s)
ult.a) = s un(o—et)rulare) 5 [ w@dgro [ [ s ededs
T—ct 0 z—c(t—s)
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Dokaz. 1. metoda... RjeSavamo sustav

Owu — cOxu = v
O + cov = f

metodom karakteristika.

(¢, 2)(0) = (0, 0)

y( )= U(O o)
dy/dn = f(t, x)
imamo da je (t(n),z(n)) = (1, cn+ xo) te imamo y(n) = [ f( ))ds +
v(0, xg)
Prvo za (t,z) pronademo pripadan zq = = — ct zatlm za taj Zo rijesimo
gornji problem karakteristika. Slijedi da je v(¢,x) fo —ct +cs)ds +
v(0,z — ct)

Pogledajmo pocetni uvijet za v
v = Oyt — cOu

pa je
v(z,0) = uy(z) — cug(x)
dakle

v(t,r) = /Ot f(s,x —ct+cs)ds + uy(x — ct) — cuy(x — ct)

Nastavljemo sa metodom karakteristika za funkciju u

(t,z)(0) = (0, z0)
y(o) = uo(o)

C(t x) = (1,—c)
dy/d¢ = v(t, x)
Imamo (£(¢), #(C)) = (¢, = + o) te y(¢) = [ v 7))dT + uo(o)

Prvo za (t,z) pronademo pripadan zq = x + ct zatlm za taJ xo rijesimo
gornji problem karakteristika. Slijedi da je u(t,x) = f(f v(T,x + ct — er)dT +
up(z + ct). Uvrstimo li formulu za v dobivamo

u(t,z) = A(t,z) + B(t,x) + C(t,x) 4+ uo(x + ct)
gdje je
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t T
A(t,x)://f(s,$+ct—CT—CT+cs)dsdT:
00

(%]

E=x+ct—2cT+cs
d§ = —2cdr

t t

://f(s,x+ct—c7'—c7'+cs)drds: St t— s —
0 s t—x—ct+cs
t x—cttcs t x+e(t—s)
1 1
- fls.pdeas = [ [ fs.0pdeas
0 z+ct—cs 0 z—c(t—s)
¢ E=x+ct—2cr
o - dé = —2ct
B(t,x)—/ul(m+ct—c7'—cr)d7'— 0 2+ ct
0 t—x—ct
x—ct x+ct
=5 [ w@as =5 [ we
2 “ T 2 “
x+ct xr—ct
‘ E=x+ct—2cT
L / o B d¢ = —2cdr
C(t,z) = c/uo(:c—i—ct et —cer)dr = 0 o+ ot
0 t—x—ct
x—ct
1 [ 1
=5 ug(§)dé = 5(“0@ —ct) — ug(x + ct))
x+ct

Q.E.D.
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Pokazimo prosli teorem drugom metodom to jest pomocu Greenove for-
mule.

Teorem 11 Neka je 2 C R? otvoren, F = (F1, Fy) : Q — R? klase C', T C
Q pozitivno orjentirana PDG kontura takva da je njeno unutrasnje podrucje
G sadrzano u ) tada vrijedi

/81F2—32F1:/F1dx1+F2dx2
G r

Formulu dyu — ?0,,u = f integriramo po G (trokut sa slike)

t)

¥-ct=const

w+ct=const

x-ct LD x+ct

>

Imamo [, Opu — 0pou = [, f. Stavimo F = (Fy, Fy) = (c*0yu, dyu) te
vidimo da je 9y = 0; i 0, = 0,. Promatramo sada

O Fy - Onul
—82F1 o —028mu
Imamo [, Ot — Cigy = [, Opudt + dyudz.

Integral po I' je u pozitivnom smjeru $to je zbog inverzije ¢ i x (na slici
je x apscisa, a t ordinata, a u funkciji prvo dolazi ¢ pa z) na slici to smjer u
kojem se krecu kazaljke na satu.
Na Ly imamo parametrizaciju (1) = (0,7). Tada je 7(7) = (0,1) pa je
T—ct r+ct
[1, 0pudt + Opudr = [ Ou(0,7)dr = — [ wi(T)dr
x+ct T—ct
Na L; imamo parametrizaciju r(7) = (t — 7,2 4+ c¢7).Tada je 7(7) = (=1, ¢).
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Imamo le 20 udt+O,udx = —cj(c@xu(r(ﬂ)—8tu(7"(7)))d7 = —c [(u(r(r))|r(r))dr

0 0
—c(u(0,x — ct) — u(t,z)) = c(u(t,x) — u(0,z — ct))
Na L, analogno dobijemo fL2 AOpudt + dyudzr = c(u(t, ) — u(0,x — ct))

t x+ct—cs
Po Fubiniju imamo [, f = [ [ f(s,§)déds S druge strane [, f =
0 z—ct+cs
— jj;t ur(§)d€ + c(u(t, ) — uo(z + ct)) + c(u(t,z) — ug(x — ct)). Pa smo

dokazali da ako rjesenje postoji ima oblik koji teorem tvrdi, treba provjer-
iti da rjesenje postoji to jest provjeriti da formula koju smo dobili stvarno
rjeSenje. No to ne moramo raditi jer je prva metoda kojom smo dokazli teo-
rem je dala da je dana formula zbilja rjesenje.

Neka je I' € R? glatka kontura i neka je G' njeno unutarnje podrucje.
Neka je 7+ r(7) = (r1(7),72(7)) parametrizacija te konture ¢ija derivacija
ne iscezava. Tada je vanjska normala dana sa n(7) = (ni(7),nq(7)) =

(ro(7), —11(7))
Racunamo f,01f =[5, fdes = [ [(r(7))a(r)dr = [ f(r(r))m(7)d7 =

a

nl(T B (1) e —
/f )Tl i = /f Tl

f f(r r(m)|7#(7)|ldr = [, frads (krivaljni integral prve vrste) gdje

je yl( (1)) = & )” Slicno je [, 0of = [, frads. Pa imamo 2D tvrdnju

l[n1(7)
/divF:/ F -vds
G G

teorema o divergenciji
Promotrimo sljedeée probleme i rjesenja...

v+ Au=0 o o )
U(O) = U } = U(t) =e Tug = h(t)uo gdje je h(()) -7

uuj(toz)élizof } = u(t) = eAtUQ-i-/ e M) f(s)ds = h(f)qur/h(t—S)f(S)dS

0

Primjetimo da ako imamo operator koji nam za pocetne uvijete daje
rjeSenje homogene jednadzbe s nehomogenim pocetnim uvijetom ¢ +— h(t)

14



onda je rjeSenje nehomogene jednadzbe s homogenim pocetnim uvijetom
t
dano sa t — [ h(t — s)f(s)ds. Taj princip se naziva Duhamelov princip.

0

Sada pokazimo tvrdnju proslog teorema trecom metodom pomocéu Duhamelovog
principa.

Uvedimo pomoénu funkciju v

ou =0
O = 20pu + f

Stavimo W := ( Y ) pa imamo W +AW = F gdjeje A = ( g -1
v -0y O
0 0
i F= . Ovdje je F(s) =
(7) Ve Jo F(s) (i)
W+ AW =0, "
: S - 0
Problem W(0) = ZO ) ima rjesenje W (t) = h(t) ( 0 )
1
Koje je po d’Alambertovoj formuli
T+ct
ht) ( U ) _ S(uo(z + ct) +up(x — ct)) + o [ wi(§)d€
Ui r—ct

S(up(z + ct) — up(z — ct)) + (ur(z + ct) + ui(z — ct))

Sada pomocu Duhamelovog principa imamo da je rjesenje problema
W+ AW = F,

vo- (1)

t
dano sa ¢t — [ h(t — s)F(s)ds
0

Odnosno
t ztc(t—s)
w _ L[ fls€deds
v - 0 z—c(t—s)

H(f(s.+ et —5)) = (s, = clt = 5))

Pa je tvrdnja pokazana.

Neka je Q = {(t,x) : t > 0,2 > 0}. Promatramo pocetno rubnu zadaéu

Ot — 0 =0 na )
u(z,0) =ug(x) x>0
Ou(z,0) =uy(z) x>0
w(0,t) = 0 t>0

15



Ideja rijesenja je da se ug i u; prosire neparno na R dakle

- | () x>0 . ] w(x) x>0
to() = { —up(—z) <0 te i (x) = —ui(—2x) <0
pa je rjeSenje dano d’Alambertovom formulom
1 1 z+ct
ult2) = 5(nla + of) + oo — ct)) + 5o [ w©)ds
T—ct

Neka je Q = {(t,z) : t > 0,z € [0,L]}. Promatramo pocetno rubnu
zadacu

Oyt — 20w =0 na
u(z,0) =ug(x) x€][0,L]
Ou(z,0) = w(x) z€l0,L]

u((),t):() t>0
u(L,t) =0 t>0
t A
0 0
O u, k x

Ideja rjesenja je slicna. Prosirimo ug i u; na sljedeci nacin.

o) = up(x — kL) x € [kL,(k+1)L],k € 2Z
Y=V u((k+ 1)L —2) € kL, (k+1)L),k € 2Z + 1
i (z) = uy(z — kL) relkL,(k+1)L],k € 2Z
YEE Y w((k+ D)L —2) ze[kL, (k+1)L),k€2Z+1
pa je rjeSenje dano d’Alambertovom formulom
1 1 z+ct
ult. ) = 5(nla + of) + oo — ct)) + o5 [ w©)ds
r—ct
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Pretpostavimo da se @ C R"™ moze prikazati u obliku Q = {z € R" :
O (o)) < x, < OH(2'), 2’ € Q,} gdje je 2/ = (x1,...,2Tn1), Oy TR
ot P e CH Q).

Neka je h+( "= (2, 0T (2")), h_(2/) = (2, (2)) tada je Qa‘% =
Jo ( [ dxn> AV’ = [, (fohy — foh_)(@)dV’

Neka je k g n, neka je O C R* otvoren skup i neka je h € C1(O,R")
takvo preslikavenje da je matrica

(@) - )

Wia) = -]

' : dg1 Oy
G(@) - Fea)

punog ranga za sve ¢ € O. Neka je S = h(O) i neka je f: S — ]R neprekidna

funkcija definiramo [¢ fds = [, (foh)(q)Gh(q)dq gdje je Gh(q = /det W(q)Th(q).

Znamo da je Gh(q) volumen koji razapinju vektori gh e aqk

Neka je k = n — 1 tada je S hiperploha. Deﬁmramo vektor

€1 €9 N €n

oh oh Ohn
o] O BO R
(@) (@) o e (0)

Imamo da je (N(q)|x) Volumen koji razapinju vektori gTh ..,%,x.
Kako imamo || N(q)|| = (N (q )| HN ”) i kako je N(q) okomit na g: ..,af}il
slijedi da je [N (g)|| volumen koji razapinju vektori g—(ﬁ, e 83‘71 pa imamo
IN ()]l = Gh(q)

Vektor

Noh™!
oy = o)
[(N o h=1)(z)|
je jedini¢na normala hiperplohe S u tocki z.

Neka je I rub od ©, I'" odnosno I'™ neka su grafovi od h, odnosno h_.
Sada imamo

/ !/ ; — ;
fuen=songea' = [ qrsas - [ s

Pokazimo to. f mzde: f m(foh+)(x’)Gh+(x’)dV’:
= SRV o e Gh () = [N ).
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Iz oblika funkcija h, odnosno h_ dobivamo da je (Noh~'), = 1 odnosno
-1 1. . 4o _ 1 _
(N ohl"),=1imamo da je v, = —”N AT nal'tiy, = TNen=TT na I’
Ako I'\ (' UT'™) nije zanemariv nije problem jer je v, = 0 na tom dijelu
od T'. Kona¢no imamo |, af dV = [y fondS+ [o fradS = [ fr.dS
Ako je Q2 takvo podrucje gdje prosli ra¢un mozemo napraviti za svaki z;

onda imamo teorem o divergenciji

/Qdivde:/Ff-udS

Promatramo homogenu valnu jednadzbu d,u—c?/Au = 0 u vige prostornih
dimenzija.

Def 9 Konus proslosti C(ty,xo) = {(t,z) € [0,400) x R : ||z — x| <
clt —to|}

Baza konusa proslosti je K (g, ctg) x {0}

Teorem 12 Ako u zadovoljava Oyu — *Au = 0 na C(ty, xo), u(0,z) = 0,
Owu(0,2) = 0 na K(xg,cty) onda je u =0 na C(ty, o)

Dokaz. Pomocu energetske metode. Definiramo

E(t) = / ((0pu)? + (| Vul|?) aV

K(:Co,c(to—t))

Operatori V i A djeluju samo po z. Zelimo pokazati da je E(t) = 0 za
t € [0,1) tada je dyu = 0, Vu = 0 na C(ty, zo) pa je u = const na C(tg, xo)
sto zbog pocetnog uvijeta daje u = 0 na C(to, zo)
Poc¢nimo sa dokazom tvrdnje % [ f(z)de= [ fds. Definirajmo
K(zo,r) 0K (zo,r)
O(x,r) =r(xr — x9) + 9. Imamo da je 0,P(z,r) =2 — 291 VO (z,7) =71l

Racunamo
3 / fpe =4 [ fla)de =

(K (xo,1),r)

d

. / f((I)(X,r))|detV(I>(X,r)|dX:% / FO(X, r))rmdX =

K(zo,1) K(z0,1)

/ (VA(®(X,r)0,2(X,r)r" + f(®(X,r))nr" ") dX =

K (z0,1)
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,
K(zo,r)
T = (T1,Ta,...,Ty)
Ty = (:vl(l],;g,...,xo) :% / divF:% / F-vds =
F(z) = (f(z)(x1 — 2Y),..., f(2)(zn — 2}) K(vor) K (zo.r)
F _
B0 g = [ wipas= [ gas
0K (zo,r) 0K (zo,)

K(z0,R) 0 \9K(0,r)
Kako je E(t) > 01 E(0) = 0 dovoljno je pokazati £E(t) < 0 to jest da
funkcija E ne raste.
Racunamo

Iz dokazane tvrdnje slijedi [ fdV = [ ( J fds) dr
0

@(t) =—c / ((Opu)? + || Vul|*)ds+

aK(:Eo,C(to—t))
/ (23tu8ttu + 2C2vu . 3tVu)dV =

K(Jio,c(to —t))

e / (Bu)? + 2| Vul2)ds + 262 / (Ouiu+ Vu - 9,Vu) =

K (z0,c(to—t)) K (z0,c(to—t))

—c / ((Opu)® + || Vu|®)ds + 2¢ / div(QuVu) =

K (zo,c(to—t)) K (z0,c(to—t))

—c / ((Ou)? + || Vul|?)ds + 2¢° / OuNVu - vds =
aK(mo,C(to—t)) 8K(:Eo,c(t0—t))

Zbog

1
OuVu - v < |uVu - v| < |Owu|||Vull|lv] < %(@U)Q + §||Vu|\2

tvrdnja teorema je dokazana.

Q.E.D.

19



Korolar 1 Rjesenje zadace

Owu — Au= f na (0,+00) x R?
u(0,.) = ug
0u(0,.) = uy

je jedinstveno

Promatramo valnu jednadzbu u tri prostorne dimenzije...

Lema 1 Neka je ¢ € C*(R?) i neka je

1
Uplt,7) = 5 !
<p( , T) 4mc?t /aK(x,ct) o

tada je U, € C*((0,+00) x R?) i vrijedi 04U, — *AU, = 0 na (0, +00) x R?
i vrijeds tlirél+ Uy(t,z) =0 te tlir& OUL(t,x) = ¢(x)

Dokaz. Imamo U,(t,z) = e [ elx+cvyds=L [ o(x+ctr)ds

et K0 T aKi0.1)
Uyt x) =1~ [ olatctv)ds+L [ Veo(ztctv)-cvds = 1U,(t, z)+
0K (0,1) 0K(0,1)
C 2 ~
(42 fK(O,l) Ap(z+cty)dy = TUL(t, x)+ﬁK(f ) Ap(z)dz. Racunamo 0, U,(t, x) =
— U (t, ) +10U,(t 2)—=z [ Dp(2)dz+15 [ Apds = —5Uy(t )+
K (z,ct) OK (z,ct)
MU+ [ Dol gl [ Al it g s =
x,ct x,ct
= | OAegds. Ratunamo AU,(t,z) = = [ Apds. Pa imamo
OK (z,ct) OK (z,ct)

8ttU@ — C2AU@ = 0
Vidimo da je tli%}r Uy(t,z) =0 te da je tli%}r U, = ¢(x)

Q.E.D.

Lema 2 Neka je p € R® iV, = 0,U,, gdje je U, iz predhodne leme. Tada je
V, € C%({0,+00) x R?) i vrijed:

OV, — czAVw =0 na (0, +o00) x R?
tl—lg}i- th(tv ZE) = 90<'r>

lim 3tV¢(t,x) =0

t—0+
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Dokaz.

1 c2t?
agtV(p = atattULp = @ 4_71—t / AgﬁdS = at 4_7'(t / Ag@(l’ + CtV)dS
OK (x,ct) 0K(0,1)

c? c?t

— Np(x + ctv)ds + — VAp(r + ctv) - cvds =

4 T Jok(o,1)

9K (0,1)
c? c?t
—AU,(t,z) + — / VAp(x + ctv) - cvds =
t T Jor(0,1)
Racunamo

1 t
AV, (t,x) = AU, (t, ) = ;AU¢(t, x)+ :—WA / Vo(z + ctr)ds =

9K (0,1)

1
;AUcp(t, x)+ 4i / VAp(z + ctv) - cvds
7r
8K (0,1)

Pa imamo 0V, — AV, =0
Imamo tlir(gr Vo(t,x) = tlir& OUL(t,x) = ¢(x)

Takoder imamo
tl_i)rolgr 0V, = tl_i)IOIL OuUy(t,z) = lim — / Ap(x + ctv)ds =0
8K (0,1)
Q.E.D.
Iz ove dvije leme slijedi sljede¢i teorem:
Teorem 13 Neka je ug, u; € C*(R?) tada je rjesenje Cauchyjeve zadace

Oyu — AAu=0 na (0, +o00) x R3
u(0,.) = ug
(9tu(0, ) = U1

je dano KIRCHHOFFOVOM formulom

1 1
u(t, ) = 0, ey / uods | + ey / uyds
OK (x,ct) OK (x,ct)
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Primijetimo da na rjesenje u tocki (z,t) utjecu samo pocetni podaci od
ug 1 uy na sferi 0K (x, ct) sto zovemo HUYGENSOV princip
Nehomogenu zadacu rjesavamo Duhamelovim principom.

Promatramo valnu jednadzbu u dvije prostorne dimenzije...

Oyu — 2Au =0 na (0,+00) x R?
u(0,.) = ug
u(0,.) = uy

toj zadadi pridruzimo 3D zadacu

ﬁo(ﬂfb T2, 1’3) = Uo(ﬂfh 552)
Uy (21, T, 3) = uy (1, T2)

ona ima rjesenje prema Kirchhoffovoj formuli

N 1 . 1 -
u(t,z) = 0, ey / Uods | + e / Uyds
OK (z,ct) OK (z,ct)

Neka je x = (w1, 72, 23). Neka je S = 0K (z,ct) C R? i neka je ST gornja

hemisfera. Definiramo f(fl, §2) = (51, 52, \/(Ct)2 — (51 — $1)2 — (52 — $2)2).
Neka je K C R? kugla oko (x1,x9) radiusa ct.

Imamo [ tigds = 2 [¢ tods = 2 [, (g © f)(&1,&2)G f (&1, &2)dErdEs =

up(&1, &2)
2c
t/K Viet)2 — (& —x1)? — (& — x2)

Dokazali smo sljedeci teorem:

_dé1dt;

Teorem 14 Neka su ug, u; € C?(R?) tada je rjesenje Cauchyjeve zadadée
Oyu — AAu=0 na (0,+00) x R?
u(0,.) = ug
(9tu(0, ) = Uy,

Dano POISSONOVOM formulom

1 / ug(§)d§ 1 / uy (€)de
me S NPT = € | 2me S e = o =€

u(t,x) = 0

Primjetimo da ne vrijedi Huygenssov princip.
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FOURIEROVI REDOVI

Pokusajmo sada rjesiti problem

Uy — g, =0 na (0, +o0) x (0,1)

u(.,0) =0
u(.,1) =0
u(0,.) = ug
Owu(0,.) = uy

pretpostavljajuéi rjeSenje u separiranom obliku u(t, z) = T'(t) X (z). Ubacimo
li to u jednadzbu dobivamo

XT" - *X"T=0
odnosno Ty

2T~ X

gdje je A konstanta. Imamo tri moguénosti
1. A = 0 daje X” = 0 pa imamo X(z) = az + b. Rubni uvijeti X(0) =
X () =0daju X(x) =0
2. XA > 0 daje X(z) = Acosh(v/Az) + Bsinh(v/Az). Rubni uvijeti X (0) =
X(l)=0daju A= B =0 tojest X(x)=0
3. A= —f2% Imamo X" + 3°X = 0 odnsono X (z) = Acos(Bz) + Bsin(f3z).
Rubni uvijet X(0) = 0 daje A = 0, a X(I) = 0 daje Bsin(ﬁl) 0 pa
imamo (3 = “F. Stavimo \, = — (%)2 Za taj n imamo T" + 2 (’T)QT =0
pa imamo T, (t) = ay cos(™f¢t) + b, sin(*7°t). Za taj n funkcija u,(t,2) =
(an cos("7t) +by, sin("7t)) sin(“Fx) zadovoljava valnu jednadzbu i rubne uvi-
jete. Proizvoljna linearna kombinacija takvih funckija (za razlic¢ite n) isto
zadovoljava valnu jednadzbu i rubne uvijete. Ako zelimo zadovoljiti pocetne
uvijete to mozemo samo za usku klasu funkcija pocetnih uvijeta. Ideja je da
prijedemo na redove trigonometrijskih funkcija.

Ako red funkcija f(z) = % + Z (an cos (%F) + b, sin (2%)) konvergira na

=A

R onda predstavlja periodicku funkcgu s periodom 2/ pa je dovoljno proma-
trati tu funkciju na [, 1].
Funkcije 1, cos (%Xz) , sin (22x) su ortogonalne uz skalarni produkt (f|g) =

f f(z)g(z)dx takoder mozemo integrirati i od a — [ do a + [ za svaki a € R

zbog periodi¢nosti i opet ¢e biti definiran skalarni produkt.
Imamo da je

! ! !
fl 12dx = 21, j;(:os2 (”lﬂ) dr =1, j;SiHQ (”lﬂ) dr =1
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Pretpostvimo da se funkcija f : [—[,{] — R moze zapisati u obliku f(x) =
QL+ Z (an cos (2F) + b, sin (2%))

dob1vamo z
ag = %/f(x)dx
-1
l
a, = 1/f(ac) cos (%ﬂ) dr zan=1,2,3,
-1
!
b, = %/f(a:)sin <”lﬂ) dr zan=1,2,3,...
—1
i time smo funkciji f pridruiili Furijerove koeficijente ag, ay, ..., by, b, . ..

Definiramo Si(x) = °+Z (an cos ("£x) + by, sin (%%2) ) takozvani trigonometri-

jski polinom.

Kazemo da je realna funkcija f po dijelovima neprekidna na [a, b] ako je
definirana i neprekidna na [a, b] osim eventualno u kona¢no mnogo tocaka te
u svakoj tocki x € (a,b) postoje i kona¢ni su limesi s lijeva f(z—) i s desna
f(xz+) te postoje i kona¢ni su limesi f(a+) i f(b—). Za funkciju f koja je
po djelovima neprekidna na [a, b] dobro je definiran f; f(z)dz iako funkcija
f mozda nije definirana u svim tockama od [a, b].

Lema 3 Ako je f: [—1,l] — R po dijelovima neprekidna onda

l l

[ - siwpar= [ sra- ( DY +b2)

-l -l
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Korolar 2 Ako je f : [-1,l]] — R po dijelovima neprekidna i neka su
ag, @y, ...,b1,ba, ... Furierovi koeficijenti pridruZeni funkciji f onda vrijedi
Besselova nejednakost

l (% + ;(ai + bi)) < /f(x)zdx

posebno red > (a2 +b2) konvergira. Pa za Furierove koeficijente vrijedi a, —
01:0b, — 0 kada n — oo.

Pokazimo tvrdnju da za svaki ¢ € R za kojeg je sin (%) # 0 vrijedi

sin((n +1/2)y)
2sin(p/2)

Pomnozimo izraz 1/2 + cos(y) + cos(2¢) + . . . + cos(nyp) sa sin(p/2) tada
koristec¢i formule pretvorbe umnoska u zbroj dobijemo

1/2 4 cos(p) + cos(2¢) + ... + cos(ny) =

1/2sin(p/2)
+1/2sin((1 4+ 1/2)¢) +1/2sin((1/2 —1)¢)
+1/2sin((2+1/2)p) +1/2sin((1/2 — 2)p)

F1/2sin((n + 1/2)0) +1/2sin((1/2 — n)p)

Kada se to sredi dobije se da je to jednako 1/2sin((n + 1/2)p) i tvrdnja
je dokazana.
Definiramo k-tu Diricletovu funkciju

2 k

Dy(x) = 1/2 + cos (%x) + cos <T7rx> + ...+ cos <Tﬂx)
sin(k+1/2) 7% . ﬂ_

_ { i sin (5) #

21

kE+1/2, sin (Z:2) =

0
0
Lema 4 Neka je h € CY([—1,1]) tada je

k—o0

!
lim %/Dk(a:)h(x)dx = h(0)
-1
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Dokaz.

l l

/Dk(q:)dx:/(l/Z—l—cos (?)+...+cos <’”Tx))d;c:z

-l -l

l
-l

I

Iz cega slijedi [ Dy(x)dz =11 h(0) = 7 [ Dy(x)h(0)dz
5

Racunamo

7 [ Dutaiha) 1) = 7 [ Dulo)(bia) - b))z =

-l -1

Imamo da je

in(k+1/2)2  sin (f2) 1
Dk(x):sm( '+ 7r/:r)l :s1n(7lm)+_cos<kﬂ) 7o 1 40
2sin (57) 2tg (%) 2 l
Neka je ¥(x) = —A~(h(x) — h(0)). Jedina problemati¢na tocka te

~—|

te(5F
funkcije je x = 0.
Pomocu L’Hopitalovog pravila racunamo

h 2l
lim () = i — 2 2
z—0 r—0 ——M—— T
cos2(g—f)%

Pa imamo da je ¥ po dijelovima neprekidna iz ¢ega slijedi

kmx

I
/sin (T) U(x)dr — 0 kada k — oo

Takoder imamo da

/Zcos (l“;—x) (h(0) — h(z))dz — 0 kada k — oo

-l

Pa je tvrdnja dokazana.

Q.E.D.
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Teorem 15 Neka je f € CY([—1,1]) te f(=1) = f(I) i f'(=1) = f'(I). Tada

za svaki x € [—1, 1] vrijedi

f(z) = % + ; <an cos (?m) + by, sin (%x))
gdje su ag,ay,...,by1,bo, ... Furijerovi koeficijenti funkcije f.

Dokaz. Prosirimo periodicki funkciju f : [—1,1] — R do funkcije f: R — R.
Zbog pretpostavka funkcije u tockama —[ i [ imamo da je to prosirenje glatko
klase C*.

Promatramo za = € [—1, ]

zbog predhodne leme

kada k — o0

Q.E.D.
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Lema 5 Neka su h i ' po djelovima neprekidne funkcije na [—1,1]. Tada je
!
Jim %fl Di(x)h(w)dz = 5(h(0—=) + h(0+))

Dokaz.

Tvrdimo da

%/Dk(x)h(m)dx — h(0+)/2

0
1
j/Dk(fB)h(:c)da: — h(0—)/2
-

Pokazimo prvu tvrdnju jer druga ide analogno. Definiramo

h(z)=h(0+)
\Il(x) — tg(nz/20) 0 ¥ € (0,[]

0 z € [—=1,0]

(@) = { h(z) — h(0+) z € (0,1]

0 x € [=1,0]

Sada samo upotrebimo modificirano L’Hopitalovo pravilo koje promatra
limese i derivacije samo jednog smjera da dobivamo da su ¥ i ¢ po dijelovima
neprekidne. Sada imamo

L /0 Dy(a)h(x) — h(0+)/2 =

l
% /0 Di()(h(x) — h(0+))dz =
l

kmx kmx

7 [ ) + cos(T pla))ds — 0

kada k£ — oc.

Q.E.D.
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Teorem 16 Neka su f i f' po dijelovima neprekide na [—1,1]. Tada Furijerov
red funckije f konvergira u svakoj tocki funkcij

iy = | 3(f(@=) + fz+) € (=11
)= { (D) + f(1=) ze{-L1}

Dokaz. Funkcija f se razlikuje od f u eventualno kona¢no mnogo tocaka
pa se Furierovi redovi podudaraju. ProSirimo periodicki funkciju f do funkcije
f definiranoj na R

Promatramo za = € [, ]

I
Sie) == [FDutu-aay=| 1 T E (=4 [ o
e -
-z
% f(z+2)Dy(2)dz =
-z
zbog periodi¢nosti od fi Dy,
I
= %/f(z + x)Dy(2)dz =
!

zbog predhodne leme

(F((O+2)+) + f((0+2)-)) = f(z)

—

kada k — o0

Q.E.D.

Def 10 Niz funkcija f, : @ — R konvergira uniformno prema f ukoliko
sup | f(x) — fu(z)| = 0 kada n — oo
z€eQ

Teorem 17 Neka je f neprekidna na [—1,1] i zadovoljava f(—1) = f(l) te
neka je f' po dijelovima neprekidna tada Furierov red funkcije f konvergira
uniformno prema f.
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Dokaz. Oznacimo sa ag, aq, . ..,b1, ba, ... Furierove koeficijente funkcije f, a
sa Ag, A1, ..., By, B, ... Furierove koeficijente funkcije f’
Neka je n € N Imamo

k
Sada imamo Z la,| = > LB, <L Z =5 Z B? pa >’ |a,| konvergira
=1

n=1

Analogno Z |b,| konvergira pa je u Furlerov redu

% + Z (an cOS (Zﬂ) + b, sin (?))

n-ti ¢lan majoriziran sa |a, |+ |b,| pa taj red konvergira apsolutno i uniformno.
Q.E.D.

Pretpostavimo da imamo po dijelovima neprekidnu funkciju na [0, 1], ako
ju prosirimo neparno na [—[, [] tada su koeficijenti uz kosinuse 0, a koeficijenti

l
uz sinuse b, = 2 [ f(z)sin (%) do
0

Teorem 18 Ako su f i f' po djelovima neprekidne na [0, 1] onda ée Furierov
red funckije f po sinusima konvergirati na [0,1] prema

{ Lf(a+) + fz=) we(00)
0 z € {0,1}

Ako je jos f neprekidna i f(0) = f(I) = 0 onda Fourierov red po sinusima
tezi prema f uniformno i apsolutno.

Pretpostavimo da imamo po dijelovima neprekidnu funkciju na [0, ], ako
ju prosirimo parno na [—[, ] tada su koeficijenti uz sinuse 0, a koeficijenti uz
!

cosinuse a, = % [ f(z) cos (%7%) dx
0
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Teorem 19 Ako su f i f' po djelovima neprekidne na [0, 1] onda ée Furierov
red funckije f po cosinusima konvergirati na [0,1] prema

Wfa+) + fla=)) z€(0,)
f(0+) z=0
f(l-=) x=1

Ako je jos f neprekidna onda Fourierov red po cosinusima tezi prema [ uni-
formno i apsolutno.

Sa PDN(]a, b]) ozna¢imo skup svih po dijelovima neprekidnih funkcija
a [a,b)]. Na tom prostoru definiramo produkt funkcija f,g € PDN(]a,b])

kao (f|g) f f(z)g(z)dz, ta funkcija ima svojstva skalarnog produkta osim

stroge deﬁnltnostl. Sada imamo da funkcija f — || f|| = v/ (f|f) ima svojstva
norme osim stroge definitnosti.

Za funkciju ¢ € PDN([a, b]) kazemo da je netrivijalna ako je ||¢|| # 0. Za
niz netrivijalnih funkcija (p,), u PDN([a, b]) kazemo da je ortogonalan ako
(pilpj) =0zai#j

Za f € PDN([a, b]) definiramo Furierove koeficijente a,, = len) § Furierov

llll
o0
red Y a,pn
n=1

k
Definiramo k-tu sumu kao Sy = > anpn
n=1

Teorem 20 Za Furierov red funkcije f € PDN([a,b]) vrijedi BESSELOVA
jednakost

k
1f = Sell® = 11F1° = > anllenl?

n=1

Dokaz. ||f — Skl|* = (f — Sklf — Sk) = [If1I* — 2(f|Sk) + ||Skl]?

k

k k
1SE* = O~ annl > ann) = alllenl®
n=1 n=1 n=1

<f\son> = an|onll”

k
f|Sk f’Zan@n Zaiﬂ%w
n=1

Q.E.D.
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Korolar 3 Ako je f € PDN([a,b]) i ay,aq,... Furierovi koeficijenti od f
onda vrijedi Besselova nejednakost

o0

> anllenl® < I£IP

n=1

Def 11 KazZemo da je ortogonalni niz (), potpun ako za svaki f € PDN([a, b])
Furierov red funkcije f tezi prema f u smislu

k
;}LIEO Hf - Zlangpnn =0

k
Teorem 21 Za f € PDN([a,b]) funkcija Ey(aq,...,cn) = ||f — D anpnll
n=1

poprima minimum u tocki (aq,...,ax) gdje su aq,...,a, Fourierovi koefici-
jenti od f.

k k
Dokaz. ||f - ZlansonH = If =S+ Zl(an—an)sonl\Q = ||f = Skll*+2(f -

k k k
Sl 33 00— o) + 35 0 a2l = 1 = Sl + 3 0
jer je <f|90n> = <Sk|90n> = anHSOnHQ

Q.E.D.

Teorem 22 Neka je f neprekidna na [—1,1]. Tada vrijedi

l
lim [ (f(z) — Sk(z))*dz =0

k—o0
-1

Dokaz. Kako je f neprekidna na [—[,{] to je i uniformno neprekidna
pa postoji 6 > 0 takva da ako je |x — 2'| < 0 onda je |f(x) — f(2')] < e.
Uvedimo sada razdiobu — = xy < 21 < ... < x, = [ segmenta [—[,[] takvu
daje |z; — x| < €® i |xpyr — x| <dzak=1,...,p— 1. Neka je g funkcija
¢iji graf afino spaja tocke (zo, f(1)), (z1, f(21)), ..., (xp, f(p)).

Imamo da je g neprekidna, ¢’ po dijelovima neprekidna i g(—1) = g(l) pa
trigonometijski red funkcije g konvergira uniformno prema g to jest postoji
no takav da za sve n > ng

lg(x) — SI(z)| < e zaz €[]
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Stavimo M = sup |f(z)| tada je takoder sup |g(z)] < M pa imamo
ze[-1]] ze[-1]]
|f(z) — g(x)] <2M dok na [z1,[] imamo da je |f(z) — g(z)| < € pa imamo

JUte) - gty < 4+ 2

Racunamo primjenjujuéi predhodni teorem

l l

(@) = sty < | [(r@) - st -

—1 -1
=If =S < IIf =gl + [lg = S

Prvo pustimo n — oo pa vidimo da trazeni izraz proizvoljno malen.
Q.E.D.

Teorem 23 Neka je f neprekidna na [a,b]. Tada za svaki € > 0 postoji
n € N i polinom T,, stupnja n takav da je |f(z) — T, (z)| < € za x € [a, b]

Dokaz. Neka je [ > 0 takav da je [a,b] C [—1,[] takav da { > max{]|al, |b|}.
Funkciju f prosirimo afino na [—[,[] tako da za prosirenje koje isto oznac¢imo
sa f vrijedi f(I) = f(=Il) = 0. Funkcija f je uniformno neprekidna pa
postoji § > 0 takav da ako je |z — 2| < § onda je |f(z) — f(2')| < ¢/3.
Izaberemo razdiobu —l = 2y < z1 < ... < z, = [ segmenta [—[,[] takvu da
je |rpy1 — x| < . Neka je funkcija g takava da joj graf afino spaja tocke
(ZL‘(), f(l’o)), T (xpv f(xp))

Imamo da je |g(z) — f(z)] <¢/3

Kako je g neprekidna, ¢’ po dijelovima neprekidna i g(—[) = ¢(I) imamo
da Furijerov red funkcije g konvergira uniformno prema ¢ to jest postoji
ng € N takav da za n > ng vrijedi |SY(z) — g(z)| < /3. Kako je SJ
analiticka to Taylerov red oko 0 funkcije SJ  konvergra uniformno prema S
to jest postoji my € N takav da je |T,,(z) — SY (2)| < /3 za x € [—[,1] i
n > my

Q.E.D.

Teorem 24 Ortogonalan sustav {y, : n € N} je potpun ako i samo ako za

svaki f € PDN([a, b]) vrijedi Parsefalova jednakost || f||> = > a2|lpn|*

n=1
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Dokaz. 1z Besselove nejednakosti ||f — Si||? = ||f]| — Z aZllen||*. Tmamo
=1

da je n_ potpun ako i samo ako ||f — Sk|| — 0, a 0 je ako i samo ako

112 = 3 a2lleal?

n=1

Q.E.D.
STURM-LIOUVILLEOV PROBLEM

Separacija u PDJ vodi na ODJ
—(au")" + bu = Apu na (0, 1)

Gdje su a, b, p zadane funkcije. Uzimamo da vrijedi a € C*([0,1]) i a > 0 na
[0,1], b€ C([0,1]), p € C([0,1]) i p>0na (0,1, f € C([0,1])
Rubni uvijeti su
(0,0
(

au'(0) — (0) 0 (a,8)#(0,0)
{ (D) +6ul) =0 (v.0) % (0,0) V)

Y

Uzimamo da je «, 3,7,0 > 0

Realan broj A za koji postoji ne nul funkcija u takva da vrijedi jednadzba
i rubni uvijeti nazivamo svojstvena vrijednost, a pripadnu funkciju nazivamo
svojstvena funkcija.

Rubna zadaéa —(au')' +bu = f uz gornje pretpostavke na a, b, p i uz R.U.
ima jedinstveno rjesenje ukoliko je b # 0 ili bar jedan od 3,6 # 0 jer onda
postoji Greenova funkcija G : [0,1]*> — R pa je rjesenje dano kao

l

u(z) = /G(x,s)f(s)ds

0

Na C?([0,1]) definiramo diferencijalni operator Lu = (—au’)’ + bu. Taj
operator je linearan no zanimljivo je da ako uzmamo u,v € C?([0,1]) takve
da zadovoljavaju R.U. onda

I
/(Lu)v :/—(au')’v—l—/buv = —au’v|é+/au’v’+/buv =
0
—au'v]h + av'ull — /(av’)u + /buv

0 0
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kada se to sredi imamo

/ /l a(v'u —u'v)|}

Sto je zbog R.U. jednako 0. Pa je L simeti¢an operator na kalasi funkcija
koje zadovoljevaju R.U. uz skalarni produkt (f|g) f fg

Zbog p umijetsto L promatramo operator A = })L. Svojstveni problem

sada glasi Au = Au. Uvodimo skalarni produkt na C([0,1]) sa (f|g) = fpfg

Definramo operator B : C([0,1]) — C([0,(]) koji funkciji f prldruzuje
rjesenje problema —(au’) 4+ bu = pf uz R.U. Ako je Au = Au onda je
B(Au) =

Imamo u sklarnom produktu s tezinom p

l l l

1 1
(Bflg) = (Bf|Av) = [ pBf-Lv= [ LBfv= | p~LBfv = (ABfJv)
[oosgen =],

= (f|Bg)

Teorem 25 Sve svojstvene vrijednosti problema Au = Au uz R.U. su neneg-
ativne.

I
Dokaz. {Aulu) = A|ul|?>. S druge strane (Au|u) = p%(Lu)u = [(—(au') +
0

o

bu)u = —av'ull) + f 2+ bu?). Iz R.U. slijedi da je «/(0) i u(0) su istog

predznaka dok su u (l) (l) suprotnog predznaka. Slijedi A||u/|* > 0 odnosno
A>0

Q.E.D.

Teorem 26 Svakoj svojstvenoj vrijednosti S-L problema odgovara (do na
faktor) jedinstvena svojstvena funkcija.

Dokaz. Neka je A > 0 svojstvena vrijednost, a v i v pripadne svojstvene
funkcije tada
—(au') 4+ bu = Apu
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—(av") + bv = Apv

pa u i v zadovoljavaju homogenu ODJ

—(au) + (b= Ap)u=0
i vrijedi (0)v'(0) —«/(0)v(0) = 0, u(l)v'(I) — «'(1)v(l) = 0 to jest Wronskijan
B u(z) wv(z) . . y :

W(z) = det ( W) V() ) funkcija u, v je jednak 0 u tockama 0 il pa su

u, v linearno zavisne

Q.E.D.

Teorem 27 Svojstvene funkcije koje odgovaraju razlicitim svojstvenim vri-
jednostima su medusobno ortogonalne uz skalarni produkt s tezinom p

Dokaz. Neka su (u, A) i (v, \) dva svojstvena para.
Imamo

(Aulv) = (Aulv) = Mulv)
(Aulo) = (ul Av) = (uliv) = Xulv)
Pa imamo (A — A)(u|v) = 0 slijedi da je (ufv) =0
Q.E.D.
Teorem 28 (Dokaz u Funkcionalna Analiza, S. Kurepa str 210) Neka je
X unitaran prostor v B kompaktan simetrican operator na X beskonacnog
ranga. Tada postoji ortonormiran niz (e,), u X @ niz (\,), realnih brojeva

takvih da je
M2 A2 2 A > >0

Bx = Z i(z|e;)e;
i=1

Teorem 29 Skup svih svojstvenih vrijednosti S-L problema je prebrojiv bez
gomalista Ay < Ao < A3 < .... Pripadni niz svojstventh funkcija c¢ini potpun
ortogonalni sustav funkcija na (C([0,1]), ||I.])) gdje je ||.|| norma dobivena iz
skalarnog produkta s tezinom p

Dokaz. Pretpostavimo da b # 0 ili barem jedan od (3,9 # 0 tada je operator
l

B koji je inverz od A dan formulom Bf(z) = [ G(x,s)p(s)f(s)ds. To je
0

simetrican kompaktan (vidi Normirani, Guljas, str 107) operator beskonac-
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nog ranga (vidi Normirani, Guljas str 109) na C([0,!]). Lako se vidi da 0 nije
svojstvena vrijednost. Znamo od prije da razliciti svojstveni vekori pripadaju

razlicitim svojstvenim funkcijama. Sada imamo Bf = Z wiflei)e; sada

racunamo ABf = Z wi{ flei) Ae;. 1z togaslijedi f = Z:<f|ez)eZ jer svojstvene

vrijednosti od A su 1//~bz za 1 = 1,2,..., pa niz SVOJstvenlh funkcija ¢ini
potpun ortogonolani sustav funkcija odnosno teorem slijedi.

Q.E.D.

KLASIFIKACIJA T KANONSKI OBLIK PDJ-a 2. REDA

Neka je dan operator
L = a0yy + 2b0yy + cOyy + dO,, + €0,

Neka su a = a(z,y), b = b(z,y) ¢ = c(z,y), d = d(z,y) i e = e(z,y)
Provodimo zamijenu varijabli £ = ¢(z,y) i n = ¢¥(z,y) Operator L u novim
varijablama je L = Ad¢e + 2B0¢, + CO,,, + DO: + E0, gdje je

(A B)_(% %)(a b)(% %)
B C Yy Yy b ¢ Oy Yy

A = a(pr)? + 2bpaipy + c(py)?
B = by + b(wathy + ¥apy) + ety
C = a(thy)? + 2bba1by + c(1b,)?
te D=LyiE =L

odnosno

U slucaju b* — ac > 0 proamtramo dva ODJ-a

y'(z) = (—b — VP

a

) @)
/(o) = (b + Vb2 —ac

2= o)
Neka je rjesenje prvoga dano implicitno ¢(z,y(x)) = const, a rjesenje dru-
goga dano implicitno ¥ (z, y(x)) = const tada imamo

b+ Vb —ac _ 0z, y(x))

a py(, y(z))
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b—Vb*>—ac Vu(,y(x))
a wy(% y(x))
stodaje A=C=0
U slucaju b? — ac = 0 imamo da je B* — AC = 0 promatramo jedan ODJ

y(@) = (@)

Neka je njegovo rjesenje dano implicitno ¢(z, y(x)) = const tada je A =0 no
onda je i B = 0 Funkciju ¢ (x,y(z)) = const biramo tako da bude nezavsina

sa
U slucaju b? — ac < 0 promatramo dva ODJ-a

S (o) = <b+i\/m

a

) @)
y'(z) = (—b =P

a

) @t

No dovoljno je promatrati samo prvi jer iz drugoga ne slijedi nista novo.
Neka je p(z,y(z)) + iv(z, y(z)) = const prvi integral. Tada slijedi

b vac—b? b2

Orp =~ (Dyp — T —00)
\/ — b2

0. =~ (O + acb )

Sada dobivamo A =C'i B =0
JEDNADZBA PROVODENJA.
Teorem 30 Inicijalno rubna zadaéa
O = KOppu + f

au(0,t) — BO,u(0,t) = g(t)
yu(l,t) + 60,u(l,t) = h(t)
u(z,0) = ug(x)

gdje su o, 3,7,6 > 04 |a|+|5] > 04 |y|+|d] > 0 te k > 0 ima najvise jedno
rjesenje u C*([0,1] x [0, 00))

38



Dokaz. Pretpostavimo da imamo dva rjeSenja u; i up. Definiramo w =
uy — uz. Imamo da w zadovoljava homogenu jednadzbu

Oy = KOppW
homogene rubne uvijete
w(0,t) — BO,w(0,t) =0
yw(l, t) + 00, w(l, t) =0

i homogeni pocetni uvijet
w(z,0) =0

Pomnozimo homogenu jednadzbu sa w i integriramo od 0 do [. Imamo

! !
/ wowdx = /i/ Oprwdx
0 0

Parcijelno integriramo i dobijemo

1d [!

I
- 2 200 <
2dt ), w?(z,t) +/<a/0 (Oyw(t,z))*dr <0

Sada integriramo od 0 do T" te dobijemo

1 1/ Tl
—/ w?(z, T)dx — —/ w?(z,0)dr + li/ / (Opw(t, z))*dxdt < 0
2 Jo 2.Jo o Jo

Pa imamo da je w = 0 na [0,] x [0, 7] za proizvoljan T
QE.D.

Pogledajmo problem u vise prostornih dimenzija.
Jednadzba provodenja
ou — kAu = f

na @ = Q2x (0, +00) gdje je Q otvoren omeden skup sa glatkim rubom. Rubni
uvijet u(z,t) = g(z,t) na 92 x (0,+00) zovemo Diricletov dok 2%(z,t) =
h(z,t) gdje je v jedini¢na vanjska normala zovemo Neumanov.

Teorem 31 Pocetna rubna zadaca
ou — kAu = f na Q
u=ug na Q2 x {0}

Uz rubni uwvijet Diricletovog ili Neumanovog tipa ima najvise jedno rjesenje

u C*(Q)
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Dokaz. Neka su uy, uy € C(Q) rjesenja zadace. Razlika w = uy — uy zadovol-
java Qw — kAw = 0 na @ te w = 0 na  x {0} i homogene rubne uvijete.
Pomnozimo jednadbu s w i integriramo po 2

/8tw(t,x)w(t,x)dx: /f/w(t,x)Vw(t,x)dx

0 )
te iskoristimo div(wVw) = ||[Vwl||? + wAw pa imamo
1d [, ) .
syl (t,x)dr = —k [ ||Vw(t,z)||*dx + | div(w(t,z)Vw(t, z))dx
0 0 Q
Kako je

/div(wVw)d:c = /wunds =0
Q o0

zbog rubnih uvijeta jer je w = 0 (Diricletov) ili je Vwr = 0 (Neumanov).
Sada imamo da je ¢(t) = [w?(t,z)dz > 0, ¢'(t) < 01 ¢(0) = 0 pa slijedi da
Q

je ¢(t) = 0 tako da je w = 0.
Q.E.D.

Teorem 32 (Princip maksimuma) Neka je Q = (0,1), Q@ = Q x (0, +00),
Qr = Q2 x (0,T) te Pr = 0Qr \ Q x {T'} parabolicka granica. Neka u €
C*Q) N C(Q) zadovoljava jednadzbu provodenja Oyu — KOpu = 0 na Q.
Tada ona svoje ekstreme na Qr postize upravo na Pp.

Dokaz. Pokazimo tvrdnju za maksimum. Neka je M = max{u(t,z) : (t,x) €
Qr im = max{u(t,x) : (t,r) € Pr. Pretpostavimo da je m < M. Neka je
u(to, xg) = M tada (tg, z¢) ¢ Pr. Definiramo v(t,z) = u(t,z) + (M —m)(t —
to)/2T Kako je v(t,z) < u(t,x)+ (M —m)/2 imamo da v sigurno ne poprima
maksimum na Py jer za (t,x) € Pr imamo v(t,z) < (M+m)/2 < M. Imamo
da je dyv(to, o) > 0, a da je Opv(ty, o) < 0. Pa imamo dyv — kd,,v > 0 no
s druge strane 9yv — KOy, v = Oyt — KOzt — (M — m) /2T < 0 pa smo dobili
kontradikciju.

Q.E.D.

Teorem 33 Pocetna rubna zadaca uz Diricletove R.U. ima najvise jedno
riesenje u prostoru C*(Q) N C(Q)
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Dokaz. Pretpostavimo dva rjesenja uy, us tada gledamo njihovu razliku w =
uy — uy. Po principu maksimuma dobivamo da max{w(t,z) : (t,x) € Qr} =
max{w(t,z) : (t,z) € Pr} =0 pa je w = 0.

Q.E.D.

Teorem 34 Pocetna zadaca

O — KOzzu = [ na R x (0, 400)
u(0,.) = ug

ima najvie jedno riesenje u klasi ogranicenih funkcija iz C*(R x (0, +o00)) N

C(R x [0, +00))

Dokaz. Neka su uq, us rjeSenja zadace takva da je sup lui(t,z)] < c
(t,x)ER X (0,4 00)
za i = 1,2. Definiramo w = u; — uy tada imamo sup [w(t, z)| < 2e.

(t,x)ERx(0,+00)
Neka je R > 0. Definiramo vg(z,t) = #5(2?/2 + xt). Lako se provjeri da
Owwp — KOzzvp = 0 na R x (0,400). Definiramo Qrr = (—R, R) x (0,T),
neka je Pgr pripadna parabolicka granica. Imamo da je vg > |w| na Pgrr
pa je vg > |w| na Qrr. Sada za vrijedi |w(t, z)| < 45 (2%/2 + kt) za |z] < R
pa imamo da je |w(t,z)| < 0zax € R

Q.E.D.

Teorem 35 Neka je ug € C(R) ogranicena. Tada je rjesenje pocetne zadace

Oyu — KOzpu =0 na R x (0, 4+00)
u(0,.) = ug

jedinstveno i dano Poissonoviom formulom

(e}

u(t,x) = /G(t,m,{)uo(g)dg

—0o0

_(z—&)?

pri éemu je G(t,x,§) = 2\/171_?6 Int

Dokaz. Prvo provjerimo da je integral dobro definiran. Pretpostavimo da je
lup(x)| < ¢ za x € R tada imamo

[e.e] o0 e}

[ ctrnou@a| <c [ g < [eram=e

™

o0 —00 —00
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Neka je u,(t, ) f G(t,x,&)up(§)d€ tada je u, neprekidna funkcija za

svaki n € N. Racunamo

|n, — ul| = ?UI;| G(t,z,&)up(&)dE] — 0
t,x
ll>n

kada n — oo pa je u neprekidna kao uniformni niz neprekidnih.

Tvrdnja 1 (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji, dokaz u Mjera
i integral, Antonié-Vrdoljak) Neka je f, niz izmjerivih funkcija na (X, M, 1)
koji skoro svuda konvergira izmgjerivoj funkciji f. Ako postoji integrabilna
funkcija g koja dominira |f,| onda je i funkcija f integrabilna i vrijedi

li;ln/andu:/deu

Tvrdnja 2 Neka je (X, M, ) prostor mjere, pretpostavimo da funkcija G: Rx
X — R ima sljedeca svojstva:

a) Postoji zanemariv skup Z uw X takav da G(.,€) je diferencijabilna za
ez

b) Za svaki x € R funkcija G(x,.) je p-izmjeriva.

c¢) Postoji integrablina funkcija g takva da za svaki x € R dominira funkciju
0,G(z,.)

d) Postoji xg € R takav da je G(zo,.) integrabilna

Tada je za svaki v € R funkcija G(x,.) integrabilna, dok je funkcija x —
fX J)dp diferencijabilna i njezina derwamja jer — fX 0.G(x,.)du

Dokaz. Uzmimo £ € Z¢. Neka je x # xo Imamo da postoji n(z) takav da
G('IJEO? 5) B G(QJ, é)

To— X

= [0:G(n(x), &)

pa slijedi da je & — G(x,€) integrabilna za svaki + € R. Neka je (hy),
proizvoljan niz koji ne sadrzi 0 i konvergira prema 0. Definiramo f,(z,§) =
Glothn 5) 98 Tada za svaki n postoji 7, takav da niz 1, konvergira prema
x i da je fn(a:' €) = 0,G(nn,§) iz Cega slijedi da f,(z,&) — 0,G(z,§) za
¢ € Z¢ida g dominira funkciju f,(z,.). Sada ra¢unamo

Jx G(@+ hy, )dp — [ Gz, .)dp

/ 0.G(z,.)dp = lim/ fo(z, )dp = lim =% =
X noJx n hn

iz tega zbog proizvoljnosti od (h,), imamo = L [ G(z,.)du
Q.E.D.
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Tvrdnja 3 Neka je (X, M, ) prostor mjere, pretpostavimo da funkcija G: Rx
X — R ima sljedeca svojstva:

a) Postoji zanemariv skup Z u X takav da je G(.,€) klase C* za & € Z°,

b) Za svaki x € R funkcija G(x,.) je p-izmjeriva.

¢) Za svaki n € 1,... k postoji integrablina funkcija g, takva da za svaki
x € R dominira funkciju 07G(x,.)

d) Postoji xg € R takav da je G(zy,.) integrabilna

Tada je za svaki x € R funkcija G(z,.) integrabilna, dok je funkcija x —
Jx G(z,.)dp klase C* i njezina n-ta derivacija je x — [ 92G(,.)dp

Dokaz. Primjenjujemo predhodnu tvrdnju k puta.
Q.E.D.

Proizvoljna derivacija po t i = funkcije (¢,2,£) — G(t, z,§)ug(§) je ma-
jorizirana integrabilnom funkcijom jer eksponencijalni dio nadvlada u inte-
gralu. Funkcija & — G(t,z,&)up(§) je neprekidna pa i p-izmjeriva. Sli-
jedi da je u klase C*°. Direktnom provjerom se dobije da je 0,G(t,z,&) —
KOz G(t, z,&) = 0 tako da imamo

e}

Ou(t,x) — KOu(t,x) = / (0,G(t, 2,8) — KOG (t,x,€)) up(§)d =0

—0o0

pa u zadovoljava homogenu jednadzbu provodenja. Racunamo

[e.e]

Y
/]7 =
ult, )~ uola)] = | [ Gt uol€)d€ ~ walim)| = | oV | =
1 oo
= [ ¢ tunla + nVRE) = ool
N3
Sada imamo  lim  |u(t,z) — ue(z)] = 0. Da to pokazemo uzmimo

(t,x)—(0,z0)
proizvoljan niz x, — o i t, — 0 tada imamo da je f.(n) = e " ug(x, +
VAkL,) p-izmjeriva jer je neprekidna i f,(n) — e " ug(xo). Kako je f, ma-
jorizirana integrabilnom funkcijom slijedi \/LE lim [ fodp = lim u(t,,z,) =

\% [ e ug(0)dn = up(z). Tvrdnja slijedi iz proizvoljnosti niza (t,,z,)

Q.E.D.
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z2
Ako stavimo ¢(t,z) = ﬁe’m rjeSenje pocetne zadace iz proslog teo-
rema je dano sa u(t,z) = [ ¢(t,x — )ue(€)d¢. Funkeiju ¢ zovemo elemen-

tarno ili fundamentalno rjesenje.

Teorem 36 Neka je ug € C([0,1]) takva da je uy € PDN([0,1]). Pocetno
rubna zadaca

u(t, ) — uge(t, ) =0 na (0, +00) x (0,1)

u(0,.) = ug

u(.,0)=u(,1)=0

ima rjesenje ako i samo ako uy(0) = up(l) =0

Dokaz. Nuznost je ocita pokazimo dovoljnost. Pretpostavimo rjeSenje u
separiranom obliku u(t, z) = T'(t) X (z) tada dobivamo za svaki k € N imamo
rjeSenje rubne zadace ug(t,z) = Age ¥ sin(krz) gdje je Ay poizvoljna

konstanta. Pretpostavimo rjeSenje pocetno rubne zadace u obliku u(t,z) =
o0

Are ™t sin(krxz).  Ako zelimo zadovoljiti pocetni uvijet zbog uvjeta
k=1
up(0) = up(l) = 0 i jer je uy neprekidna i uy po dijelovima neprekidna

o0

mozemo uzeti za Ay Fourierove koeficijente od wy pa red >  Aysin(kwx)
k=1

konvergira uniformno i apsolutno prema wy(z) odnodno pocetni uvijet je

zadovoljen. Kako je |Ape ™ ™ tsin(krz)| < |Axl i red 3 |Ax| konvergira
imamo da je u(t,z) dobro definrana. Kako sumu mozemo shvatiti kao in-
tegral na prostoru mjere (N, P(N), 1) gdje je u(A) = card(A). Imamo da

je [y fdpn = 3> f(n) pa sve tvrdnje koje smo pokazali za integrale mozemo
n=1

primjeniti. Jedini zanemariv skup u N je (. Funkcija uy je klase C™ za
sve k € N. Funkcija k — wug(t,z) je p-izmjeriva jer je pripadna o-algebra
maksimalna to jest jednaka je partitivnom skupu od N. Neka je t >ty > 0
tada imamo |Qyu(t, z)| < Apmk2e ¥ < On2k2e ¥ = g, Imamo da
> gx konvergira po D’Alambertovom kriteriju jer

k+1)2 _ 2

Gk1/ Gk = —( 1 ) e~ (kDm0 _,

Tako da za svaki (t,z) € (to,+0o0) x (0,1) imamo integrabilnu funkciju
k — gr (red > gx konvergira) koja majorizira dyuy(t, x) na (to, +oo) x (0, 1).
ug(t, x) je integrabilna za svako (t,z) € (0, +00) x (0,1) odnosno Y u(t, z)

je konacan. Tada je u(t,x) = > ux(t,z) za (t,z) € (to, +00) x (0,1) difer-
k=1

encijabilna i njezina derivacija je u.(t,z) = > Oyug(t,z). Sada > Oyuy(t, x)
k=1
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lokalno uniformno konvergira. Kako je ty proizvoljno malen dobivamo da je
u(t, ) = i Oyug(t, x) na (0, +00) x (0,1). Na slican nac¢in dobivamo rezul-
tate za pr](;i:zlvoljne derivacije od u po t i x pa je u klase C'*°. Sada slijedi da
u zadovoljava homogenu zadacéu jer dyu(t, z) — Ou(t,x) = i (Opug(t, z) —
Dptin(t,7)) = 0 -

Q.E.D.

LAPLACEOVA I POISSONOVA JEDNADZBA

Neka je €2 C R” otvoren skup sa kada treba glatkom granicom. Jednadzbu
obilika —Au = f na €2 zovemo Poissonovom dok za homogen slucaj f = 0
koristimo naziv Laplaceova.

Rubni uvjeti su:

1) Diricletov rubni uvijet: u = g na 0
2) Neumannov rubni uvijet: Vur = g na 0
3) Robinov rubni uvijet: Vuv + cu = g na 092 gdje je ¢ >0

Lema 6 (1. Greenova formula) Za u,v € C?(Q) vrijedi

/vAudx:/ Vul/vds—/Vqud:U
Q a0 Q

Dokaz.

/ Vum;ds:/div(vVu)d:l::/Vqu—l—/vAud:v
o0 Q Q 0
Q.E.D.

Korolar 4 Za u € C*(0) vrijede jednakosti

/ Au = / Vuvds
Q 80

/uAu: Vuuuds—/ | Vul|*dz
Q o9 Q

Korolar 5 (2. Greenova formula) Za u,v € C%(Q) vrijedi

/(UAU — u\v)dx = / (Vuvv — Vovu)ds
0

o
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Teorem 37 Rubna zadaca —Au = f na Q uz Diricletov, Neumannov ili
Robinov rubni uvijet ima jedinstveno rjesenje u prostoru C*(Q)

Dokaz. Neka su uq, us rjeSenja. Stavimo w = u; — ue. Sada iz rubnih uvjeta
slijedi [, Vwrwds < 0. Imamo

O:/wAw: wawds—/ |Vw||*dz
o) B Q

Pa slijedi da je Vw = 0 odnosno w = const pa iz rubnih uvjeta slijedi da je
w = 0.

QE.D.
Def 12 Fundamentalno rjesenje Laplaceove jednadzbe je W,:R™\ {0} — R
dano formulom
In(2) n=2
- { B
Sl e 23

Teorem 38 Za fundamentalno rjesenje Laplaceove jednadzbe vrijedi

/ VU, vds = —
OK(0,R)
AV, =0 na R™\ {0}

Dokaz. Racunamo VW (z)v(z) = —5- H 7~ Tako da je mtegral iz teorema —1.

Uzmimo sada da je n > 3. Ra¢unamo V¥, (z)v(x) = W Tako da je
integral iz teorema —1. Drugu tvrdnju pokazujemo direktnom provjerom.

Q.E.D.

Teorem 39 (Dokaz u Linearne diferencijalne jednadzbe, Aganovic-Veselic,
str 64.) Za funkciju u € C?*(Q) vrijedi integralna reprezentacija

u@ﬁzL;(%%Q%MM—MD—ngﬂmmx—MM%>+

+ [ dut¥(la = yl)av,

Def 13 Uzmimo fiksan x € ). Definiramo funkciju

G(x,y) = Vp(llz — yl) +w(z,y)

pri cemu w zadovoljava Ayw(z,y) = 0 na Q i w(z,y) = =V, (||lz — y||) za
y € 0N). Tada G zovemo Greeenova funkcija za podrucje €.
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Teorem 40 (Dokaz u Linearne diferencijalne jednadzbe, Aganovié-Veselic,
str 66.) Ako postoji Greenova funkcija G tada za v € C*(Q) vrijedi integralna
formula

/ag u(y)ds, —LG(x,y)AU(y)d%

Korolar 6 Ako je u € C*(Q) rjesenje Diricletovog problema —/Au = f na
Q iu=g nad) onda je

/6 3 )dS, + | Glan v,

Def 14 Neka je Q C R™ otvoren skup. Za funkciju kaZemo da je harmoniska
na 2 ako je —Au =10 na <)

Teorem 41 (Teorem srednje vrijednosti za harmonijske funkcije) Neka je
Q C R" otvoren skup. Ako je funkcija uw harmoniska na 2, onda za svako
x € Q 1 svaku kuglu K(x, R) koja je kompaktno sadrzana u §) vrijedi:

1
u(r) = ——— udS = —/ udV
|(9K(£L‘, R)‘ 0K (z,R) ’K($7 R)’ K(z,R)
Dokaz Pokazimo prvu jednakost. Definiramo ¢(r) = m faK(w py udS =
‘S | [ u(x +rv)ds. Tada je
1
&' (r) = Vu(x +rv)vdS = ———— VuvdS =
S| Sp |OK (x,7)| oK (z,r)
—_ AudV =0
D / e
Sada imamo
1 / :
— udS = ¢(R) = lim o(r) = u(x
aK(l‘7 R) OK (z,r) ( ) r—0 ( ) ( )
Sada pokazimo drugu jednakost. Racunamo
R
! / I — / / dsd
—_ udV = ———+— udsdr =
‘K@:?R)‘ K(z,R) ‘K(l‘,R)‘ 0 OK (z,r)
X R
= ——— [ |0K(x,r)|u(z)dr = u(z)
Ko B /
Q.E.D.
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Teorem 42 Ako je funkcija u harmonijska na otvorenom povezanom skupu
Q C R"” 4 razlicita od konstante onda ona na skupu €2 nema ekstrema.

Dokaz. Dovoljno je promotriti slu¢aj maksimuma. Neka je M = sup u(x).
e

Definiramo Qy; = {z € Q : u(z) = M}. Pretpostvimo da je §2); neprazan
tada je po definiciji zatvoren. Neka je x € Q) 1 K(z, R) neka je kompaktno
sadrzan u €2. Funkcija M — u je harmonijska pa prema teoremu srednje
vrijednosti za harmonijske funkcije imamo

1
0=M —u(z) = KR /K(x’R)(M —u(y))dV

pa slijedi da je u(y) = M za svako y € K(x, R). Prema tome skup Q) je
otvoren pa je jednak (2 sto je kontradikacija sa time da funkcija nije kon-
stanta. Prema tome €2, je prazan.

Q.E.D.

Korolar 7 (Strogi princip maksimuma) Ako je funkcija u € C?(Q) N C(Q)
harmonijska na omedenom otvorenom skupu €2, ona svoje ekstreme prima na
0N

Korolar 8 Neka je 2 C R™ otvoren omeden skup. Diricletov problem —Au =
f na Q uzu= g na 0N ima najvise jedno riesenje u C*() N C(Q)

Teorem 43 (Obrat teorema srednje vrijednosti za harmonijske funkcije) Neka
je  C R™ otvoren skup i neka funkcija ima svojstvo srenje vrijednosti to jest
za svaku K(x, R) koja je kompaktno sadrzana u € vrijedi

1

ulz) = —— udS
@) = RGBS

onda je u harmonijska na €2

Dokaz. Pretpostvimo da postoji g € Q takav da je Au(zg) # 0. BSO
pretpostavimo da je Au(zy) > 0 tada postoji R > 0 takav da je K(zo,2R)
kompaktno sadrzana u € i da za y € K(xo,2R) vrijedi Au(y) > 0. Defini-
ramo za r € (0,2R) funkciju ¢(r) = m faK(w) udS. Kao i u dokazu
teorema srednje vrijednosti za harmonijske funkcije dobivamo da je ¢'(r) =
Wlx,r)lfl((x,r) AudV > 0 pa je u(zg) = lii%qb(r) < ¢(R) = u(xg). Zbog

kontradikcije slijedi da je v harmonijska.

Q.E.D.
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FOURIEROVA TRANSFORMACIJA

Def 15 Neka je sa L(R™,C) oznacen skup svih Lesbeque integrabilnih funkcija
sa R™ na C

Lema 7 Neka je f € L(R",C) tada je integral

/ e 2L f (1) da
dobro definiran za svaki & € R”
Dokaz. Imamo da je | [o, e 2™ f(z)dz| < [o. |f(z)|dz
QE.D.

Def 16 Neka je f € L(R",C). Fourierova transformacija funkcije f je
funkcija F f definirana kao

F(e) = [ e playds

Lako se vidi da je F f neprekidna, a po Riemann-Lebequeovoj lemi koji necemo
dokazivati imamo da F f trne u beskonacno. Neprekidne funkcije koje trnu u

beskonacno oznacimo sa Co(R™,C). Imamo da je F : L1(R",C) — Cy(R", C)

Tvrdnja 4 Neka je f(z) = e ™ tada je f € LYR™,C) i vrijedi F(f) = f.

n n
“ _ 2 _ 2 _ 2
Dokaz. Racunamo [p, e ™ dx = [o, [ e ™idwy ... de, = [] [ e ™ dx; =
=1 i=1

ﬁ 1 = 1. Uzmimo n = 1. Racunamo (Ff)'(§) = [ —2mize 2l ey —
;tzf’)(g) Nadalje F(f')(&) = 2miF f(€) iz Cega nakon mnozenja sa i sli-
jedi F(if') (&) = —2n&F f(&). Sada dobivamo ODJ (Ff) (&) = —2nEF f(§).
Pocetni uvijet je (Ff)(0) = 1 pa imamo (Ff)(€) = e ™. Pogledajmo

n
v . - _ . 2 _ i £ 2
sada slucaj n > 1. Ratunamo [p, e”2™ e ™ dy = [] [, e ?™@itie ™ dy; =
i=1

n
2 2
[[em = e
=1

Q.E.D.
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Def 17 Schvartzove oznake:
Neka je n € N. Multindeks je svaki vektor o € N{.
Oznaka x* stoji za x7'x5? ... xo".

Oznaka 0% stoji za 07105 ...0%"
Red multindeksa o u oznaci || je a; + ag + ... + .

Teorem 44 Ako je z®f € LY(R",C) za svaki multindeks o € N takav da
je |la| < k onda je

a) Ff € CK(R",C) i 0°F f = —2miF(x®f)

b) Ako je f € C*(R™ C) i za sve njene derivacije vrijedi 0°f € LYR", C)
gdje je |a| < k tada je FO*f = 2mil*F f

Dokaz. a) Dokaz ide indukcijom po |o|. Racunamo Ff(§) = [, e 2™ f(2)dx

U uvjetima teorema mozemo zamijeniti 0% sa integralom pa dobivamo 0*F f(§) =
=20 [, €20 f(x)da = —2miF (x° f)

b) Ratunamo FO°f = [, e ™0 f(z) = (=1)l°l [, 0(e7*¢) f(z)dx =
2mig"F f(£)

QED.
Def 18 Za f,g € L'(R",C) definiramo (f*g)(x) = [gn f( g(y)dy tada
je §to se lako provjeri f * g € LY(R™, C)
Teorem 45 Neka su f,g € LY(R™,C) tada je F(f x g) = FfFg
Dokaz. Racunamo F(f % g)(€) = [ e 2™ [0, f( g(y)dydx =
Jon Jon € PEIEf (2 — y)e 2’”“9( )dydx—ff(ﬁ) (5)
QED.

Def 19 Za f € L'(R",C) definiramo Ff(§) =[5, €™ f(z)dx

Teorem 46 (Teorem inverzije, vidjeti Folland Real Analysis) Ako su f i Ff
iz LY(R™, C) tada vrijedi FFf=FFf = f skoro svuda.

Def 20 Schwartzov prostor S je prostor svih beskonacno derivabilnih funkcija
takvih da produkt bilo koje njenje derivacije sa bilo kojim polinomom trne u

beskonacnost. Ako je f € S onda je Ff € SiFfeS.

Korolar 9 Funkcija F:S — S je bijekcija sa inverzom F
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