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Poglavlje 1

Brojevni sustavi

Brojimo: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Kako dalje? Posto nemamo dodatnih znamenaka,
prelazimo na dvoznamenkaste brojeve: na prvo mjesto stavljamo znamenku 1, a zad-
nju znamenku postavljamo na najmanju mogucu vrijednost (nula), te dobijamo broj 10.
Ponovno brojimo kao i do sada, mijenjajué¢i samo posljednju znamenku: 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19. Kad nam ponovno ponestane znamenaka, prvu znamenku pove¢amo za
jedan, a posljednju opet vracamo na nulu i tako dobijemo 20. Postupak nastavljamo dok
god je potrebno. Opisani nacin zapisivanja brojeva zovemo “prikaz brojeva u dekadsko]
bazi” (ili “u bazi deset”).

Kako bismo brojali kad bi nam netko zabranio upotrebu znamenaka 8 i 97

Krenimo istom logikom: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Sada viSe nemamo znamenaka, pa na
prelazimo na dvoznamenkaste brojeve: 10. Kao i malo prije, nastavljamo: 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17. Ponovno nam nedostaju znamenke, pa povecavamo prvu, dok drugu vra¢amo
na nulu: 20. Ovakav zapis zovemo “prikaz brojeva u oktalnoj bazi” (ili “u bazi osam”).

Napomena 1.0.1. lako tako izgleda, ovdje nismo preskocili brojeve. Naime, kad napi-
semo “177, to je prikaz nekog broja na odredeni nacin, jednako kao $to su XVII, MMVII
i sl. prikazi nekih brojeva (17 ¢ 2007). Oznaka “12” w bazi 10 predstavija broj dvanaest;
no, ta ista oznaka (“127) u bazi osam predstavlja broj deset. Naime, ako brojimo po redu,
iza “17 dolazi “10” (a znamo da iza sedam dolazi osam); zatim imamo “117 (tj. devet),
pa “127 (tj. deset).

Mozemo koristiti i 16 znamenaka. Tada, uz uobicajenih deset (od 0 do 9), upotrebl-
javamo i 6 dodatnih, koje oznacavamo slovima A, B, C, D, Ei F. U tom slu¢aju, oznaka
“A” predstavlja broj deset, oznaka “B” broj jedanaest itd. Oznaka “F” e predstavljati
broj petnaest, pa ¢e oznaka “10” zapravo oznacavati broj Sesnaest. Takav prikaz zovemo
“prikaz brojeva u heksadecimalnoj bazi” (ili “u bazi Sesnaest”).

Da bismo znali u kojoj je bazi broj zapisan, u sam zapis dodajemo oznaku baze:

(broj)bazm
npr. (10)10 = (12)s = (A)1s-
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Baza Jedan Dva Tri  Cetiri Sedamnaest Dvije tisuée i sedam

2 (1)s (10)y (11); (100), (10001), (11111010111),
3 ()3 (23 (10)3  (11)3 (122)5 (2202100)s
8 (s (2)s () (4)s (21)s (3727)s
10 (Do 2w B @ (17)10 (2007) 10
16 (s (21 Be s (11)16 (7TD7)16

Tablica 1.1: Primjeri prikaza nekih brojeva u raznim brojevnim sustavima

Racunalo koristi sustav sa samo dvije znamenke (tzv. binarni zapis), $to znaci da ono
broji 0, 1, 10, 11, 100,. ..

U tablici 1 prikazani su primjeri prikaza nekih brojeva u binarnom, ternarnom, oktal-
nom, dekadskom i heksadecimalnom sustavu.

1.1 Pretvaranje zapisa brojeva medu bazama

Zapis broja a u bazi b oznacavamo s
a = (annp_1...a1a9)p,

Sto mozemo raspisati:

n

a=apb" +a, 10"+ 4 agbt + agh® = Z a;b'.
i=0

Na taj nacin dobijamo o kojem je broju rijec, tj. zapis u dekadskoj bazi.

Primijetite da uvrstavanjem baze b = 10 dobijamo upravo “uobic¢ajenu” interpretaciju
zapisa po znamenkama.

Zadatak 1.1.1. Pretvorite u bazu 10 sljedece brojeve:
a) (13)16 b) (123)4 ¢) (101001000) d) (101001000)4

Rjesenje. Raspisujemo po definiciji:
a) (13);=1-16'+3-16=16+3 =19,
b) (123);, =1-4>+2-4'+3-4°=16+8 + 3 = 27,
c¢) (101001000)y = 1-28 +1-25 +1-23 = 256 + 64 + 8 = 328.
) (

d) (101001000)4 = 1-4% +1-45 4+ 1-4% = 65536 + 4096 + 64 = 69696.
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Prikaz broja a u bazi b dobijamo uzastopnim dijeljenjem a s b, te zapisivanjem unatrag
svih ostataka pri dijeljenju. Postupak je prikazan na slici 1.1, pri cemu je konacni rezultat
(“(31)4") oznacen sivom bojom.

350 4 +31A (13) = (31)
iy

Slika 1.1: Pretvaranje (13)19 u bazu 4 (rezultat je (31)4)

Zadatak 1.1.2. Napisite prikaz u bazi b broja a (zapisanog u dekadskoj bazi):

a)a=31,b=41 b) a =123, b =16 c)a=1719, b =13
Rjesenge.
a) 31=7-4+3
7=1-4+43
1=0-4+1
0

Rjesenje: (31)19 = (133),.

b) 123=7-16+ 11
7=0-16+7 | B (= 11)
017
Rjesenje: (123)19 = (7B)1s.

¢) 1719=132-13+3
132=10-13+2 | 3
10=0-13+10 | 2
0|A (=10)
Rjesenje: (123)19 = (A23)13.

]

Pretvaranje zapisa broja iz baze b; # 10 u bazu by # 10 obi¢no radimo u dva koraka:
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1. Pretvorimo zapis broja iz baze b; u bazu 10,
2. Pretvorimo zapis broja iz baze 10 u bazu b,.

Zadatak 1.1.3. Za brojeve sa zapisom a u bazi by napisite prikaz u bazi by, pri cemu je:
a)a=1719, by =11, b, =9 b)a=1311,by =5, by =8

Rjesenje. Pretvaranja medu bazama rade se kao u rjeSenjima prethodna dva zadatka.
Ovdje navodimo samo rjesenja s medukorakom (prikazom broja u bazi 10):

a) (1719)1; = (2198)10 = (3012)g

b) (1311)5 = (206)30 = (316)s
0

Broj a iz baze by u bazu by mozemo izvesti direktno, ako postoje b,ni,ny € N takvi
da je by = 0" i by = b™. Neka je zapis broja a u bazi b; dan s

a = (anp_1...a1a9)p,.
Po koracima:
1. Svaku pojedinu znamenku pretvaramo iz baze b; u bazu b:

Aplp_1 - .. a1ag — |(an)p|(@n_1)s| - - |[(a1)p](ao)sl,

pri cemu svaku znamenku u pocetnom zapisu zamjenjujemo s n; znamenaka. Ako
zapis znamenke a; u bazi b ima manje od n; znamenaka, na pocetak dopisujemo
nule.

2. Dobiveni zapis dijelimo u grupice od po ny znamenaka s desna na lijevo (ako nam za
najlijeviju grupu ponestane znamenaka, na pocetak dopisemo nule). Tako dobijemo:

[(@n )l (@n-1)u] - - [(a1)ol(a0)s] — laklar |- .- laiag),
pri ¢emu smo samo regrupirali postoje¢e znamenke (nema nikakve konverzije).

3. Svaku grupu znamenaka a zasebno pretvorimo u bazu by (od svake mora nastati
toéno jedna znamenka u bazi by; ako ne ispadne, postoji greska u postupku!).

Primjer 1.1.1. Zelimo broj (3701)s pretvoriti u bazu 16. Ocito je b =2, ny = 3 (jer je
8=2%)iny =4 (jer je 16 =24).

1. 3701 —» |011]111]000]001]

2. 1011|111]000/001| = 011111000001 —> |0111|1100]0001|
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3. 10111]1100/0001| —s 7C1,
jer j@ (111)2 = (7)16; (1100)2 = (12)10 == (O>16 1 (1)2 = (1)16'

Rjesenge: (3701)s = (7C1)16

Naravno, ako je by = b}, tada preskacemo prvi korak (jer je onda by = b, ny = 11
ny = n). Ako je pak by = b}, preskacemo drugi i treéi korak (jer je onda by = b, ny =n i
Ng = 1)

Zadatak 1.1.4. Bez pretvaranja u dekadski sustav, popunite praznine:

) (256)25 = ( )s
Rjesenge.
a) (17)s 2257 [001|111] 2 |00001111] = (F) 1

b) (313)4 _4 preskacemo 1. korak =5 — 03]13| = (37)4 ili
(313) 257 111]01[11] "2 [0011[0111] = (37) 16

TL24

¢) (1412)9 272 101]11/01/02] 2= [001]110[102] = (1CB)ar,
jer je (110)3 =1-341-3"=9+43=12=(C)yr.

d) (256)05 272 02/10[11] = (21011)5 (preskacemo korake 2 i 3 jer je ny = 1).

Zadatak 1.1.5. Popunite praznine:

a) (17)16 = ( i = ( )3

b) (314)s = ( )2

¢) (1412)5 = ( =0 u

d) (121)3 = ( )9

¢) (DEDA)s = ( )7 = ( )3
f) (321)e = ( )27



6 1. BROJEVNI SUSTAVI

Zadatke b), d) i f) rijesite na oba nacina (i direktno i pomocu pretvaranja u dekadsku
bazu).

Rjesenge.
a) (17)16 = (16)17 = (212)3
b) (314)s = (11001100)s
¢) (1412); = (11101000); = (1A1),
d) (121)3 = (17)9
¢) (DEDA)¢ = (325220), = (2220020222),
£) (321)9 = (9])ar
O

Ovakve zadatke mozete si i sami zadavati (odredite broj i baze izmedu kojih ga zelite
prebaciti; pri tome pazite da sve znamenke broja moraju biti strogo manje od baze u
kojoj je broj zapisan!), a rjeSenje mozete provjeriti na sluzbenoj stranici kolegija:
http://degiorgi.math.hr/progl/apps/brsust.php

1.2 Racunske operacije

Brojeve, naravno, mozemo zbrajati, oduzimati, mnoziti i dijeliti bez obzira na to u kojoj
su bazi zapisani. Jedan nacin je pretvaranjem u dekadsku bazu, izvodenjem operacija, te
pretvaranjem u polaznu bazu, no moguce je i direktno. Sve operacije se rade analogno
onima u dekadskom sustavu, uz tu razliku da “1 dalje” i sl. ne radimo za 10 nego za b.

Napomena 1.2.1. Racunske operacije moZemo izvrsavati samo na brojevima koji su
prikazani u istom brojevnom sustavu. Ako su brojevi prikazani s razlicitim bazama,
potrebno je jednog od njih (ili oba) pretvoriti u neku bazu, preporucljivo u onu u kojoj
treba biti zapisan rezultat.

Primjer 1.2.1. TraZimo zbroj, razliku, produkt i kvocijent brojeva x = (11110)y i y =
(101). Pretvaranjem lako dobijemo da su to x = (30)19 iy = (5)10, te dobijamo:

T4y =(35)10 = (100011)y, = —y = (25)19 = (11001)s,
z -y = (150)10 = (10010110),, z:y = (6)10 = (110),.

Izracunajymo vrijednost tih izraza bez pretvaranja u dekadsku bazu.


http://degiorgi.math.hr/prog1/apps/brsust.php
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1. zbroj:
Primajetite:
(0)2 + (0)2 = (0)2 i
(124 (0)2 = (1)2 4
(0)2 + (1)2 = (1)2, ali
(D2 + (1)2 = (L)10 + (1)10 = (2)10 = (10)

tj. rezultat zbrajanja 1 + 1 u bazi 2 je “nula i jedan dalje”.

111

11110
+ 101
100011

2. razlika:

Kad oduzimamo veéu znamenku od mange, npr. (0)s — (1), potrebno je “posuditi” 1
od lijeve znamenke. Time dobijamo oduzimanje jednoznamenkastog broja od dvoz-
namenkastog, npr. (10)s — (1)s.

Oduzimamo kao i u dekadskoj bazi, samo Sto “posudenih” 1 ne daje 10 nego 2 (pa
0 — 1 daje rezultat 2 —1 = 1, uz “pamtimo 17 koji zatim oduzmemo od iduce zna-
menke):

11110
- 101

—1

11001

3. produkt:
MnozZenje se obavlja slicno zbrajanju, samo treba paziti jer nemamo nuzno samo 1
dalje, nego moze biti 1 vise. U binarnoj bazi, taj dio se ne primjecuje; dapace, nema
niti klasiénog mnozenja (jer mnozimo samo s nulom ili jedinicom). No, potrebno je
paziti na potpisivanje i ispravno zbrojiti sve rezultate:
11110 - 101

1111

11110
0
11110

10010110
Primigetite: (1) + (1)2 + (1)2 = (10)3 + (1)2 = (11)2. Zato, ako veé imamo “1
dalje”, izraz (1)g + (1) daje “rezultat 1 i 1 dalje”.

4. kvocigent:
Ponovno, princip je jednak onome iz dekadskog sustava. Dapace, jedini koraci
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koji ¢ine razliku su mnozZenje i oduzimanje. Dakle, potrebno je “pogoditi” kvocijent
pocetka djeljenika s djeliteljem. Zatim se djelitely mnozi s “pogodenim”™ rezultatom,
te se rezultat oduzima od pocetka djeljentka. Ako je dobiveni rezultat nenegativan i
strogo mangi od djelitelja, znaci da je kvocijent dobro pogoden. “Spustamo” iducu
znamenku djeljenika i nastavljamo postupak:

11110 : 101 =110

111
—101
101
—101
00
-0
0

Napomena 1.2.2. Za svaku bazu b vrijedi:
(anan_1...a1a0)p b= (anan_1...a1a0)p - (10)p = (@pan_1 ... a1a00)p.
Tako, na primgjer, mnozZenje s 2 u binarnoj bazi radimo dopisivanjem nule na kraj.

Zadatak 1.2.1. Izracunajte zbroj, razliku, produkt i kvocijent brojeva x = (7347)s iy =
(155)g bez pretvaranja u dekadsku bazu.

Rjesenge.
1. zbroj:
Vrijedi: (7)s + (5)s = ()10 + (5)10 = (12)10 = 1 - 8 + 4, pa je rezultat takvog
zbrajanja 4 1 “1 dalje”. Nakon toga imamo (1)s+ (4)s+ (5)s (tih “1 dalje” zbrojeno
s predzadnje dvije znamenke), sto daje (10);p = 1 -8 + 2, tj. rezultat 2 1 “1 dalje”.
Analogno dalje.

11

7347
+ 155
7524

2. razlika:

Kod oduzimanja predzadnjih znamenaka imamo: (4)s — (5)s, $to daje negativan
rezultat. Zbog toga jepotrebno “posuditi” 1 od trece znamenke s desna. Tada je
potrebno izracunati (14)s — (5)s = (12)10 — (5)10 = (7)10 = (7)s. Pri tome “posude-
nu” jedinicu treba oduzeti od znamenke od koje je “posudena’.

7347

— 155

—1

7172
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3. produkt:
Mnozenje s jednom znamenkom, na primjer (7347)g s 5, mozemo obaviti po ko-
racima:

2. 4-5=(20)190 = (24)s; ovome jos treba pribrojiti “4 dalje” (prva znamenka iz
prethodnog koraka), Sto za rezultat daje (24)s + (4)s = (30)s — 0

3. 3-5 = (15)19 = (17)s; dodajemo jos “3 dalje” iz prethodnog koraka, pa je
konacni rezultat (17)s + (3)s = (22)s — 2

4. 7-5 = (35)19 = (43)s; dodajemo jos “2 dalje” iz prethodnog koraka, pa je
konaé¢ni rezultat (43)s + (2)s = (45)s

Konacni rezultat dobijemo slaganjem rezultata po koracima, od zadnjeg prema pr-
vom:
(7347)s - (5)s = (45]210[3)s = (45209)s

7347 - 155
ey
7347
45203
45203
1454133

4. kvocijent:
7347 : 155 =43

734

—664
507
—507
0

Provjere radi, lako vidimo da je z = (7347)s = (3815)19 i y = (155)g = (109)4, pa imamo:

x -y = (415835)19 = (1454133)s, x:y =(35)10 = (43)g,
Sto pokazuje da su dobiveni rezultati tocni. O

Napomena 1.2.3 (Ceste greske). Prilikom racunanja u raznim nedekadskim bazama,
pripazite na ceste greske primjenjivanja uobicajenth pravila iz dekadskog sustava! Na
primjer:
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o Izraze (), = (Y)y, () (¥)p @ (2)p : (v)p me smijete prvo izracunati kao da su x
1y dekadski brojevi, pa zatim rezultat pretvoriti u bazu b, nego morate ili racunat:
direktno u bazi b (kako je opisano) ili pretvoriti u dekadsku bazu! Na primjer, (10)9+
(11); me mozZemo proglasiti za 21 i onda pretvoriti u bazu 2, jer ¢e rezultat biti
(10101)y (tocan rezultat je (101)s).

o [zraze ne smijete niti samo evaluirati kao da su dekadski brojevi! Na primjer,
(28)16 + (37)16 'n,zye (65)16 (: (101)10), neqo (5F>16 (: (95)10)

o Ako je zapis broja u bazi b dan s
(AnGp_1...a1a9)y,
onda za svakii € {0,1,...,n} mora vrijediti:
a; €{0,1,...,b—1}.

Drugim rijecima, sve znamenke broja prikazanog u bazi b moraju biti nenegativne 1
strogo mange od b! Na primjer, ako dobijete rezultat poput (678)s ili (73)s5, on je
besmaislen i samim tim pogresan.

e Pazljivo procitajte zadatak i pazite koja je baza zadana. Na primjer, broj (10110101)g
moze izgledati kao binarni broj, no on je, u stvari oktalni!

Zadatak 1.2.2. [zracunajte bez pretvaranja u druge baze:

a) (123), + (231),
b) (1234)5 + (2341)5 + (3412)5 + (4123)5
¢) (BABA)i5 + (DEDA);g

624)s — (555)s

(
(
(
(
( )
f) (DEDA)s —
g) (505)6 - (
h) (314)s - (
i) (BABA)g - (9A)16
j) (111011010)5 : (110)5
k) (T170)g : (120)g
(

1) (F1FA)16 : (293)1
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Rjesene.
a) (123)4 + (231)4 = (1020),
b) (1234)5 + (2341)5 + (3412)5 + (4123)5 = (22220)s
¢) (BABA)ys + (DEDA)g = (19994) 4
d) (624)s — (555)s = (47)s
e) (147AD);; — (EEEE);5 = (47TAE)15
f) (DEDA)i — (BABA)jg = (2420)14
g) (505)6 - (23) = (20503)g
h) (314)s - (72)s = (27070)s
i) (BABA)g- (9A)16 = (7053F4) 14
i) (111011010)5 : (110)5 = (1002121)5
k) (71709 : (120)9 = (58)g
1) (F1FA) s : (293)16 = (5E) 16

]

Kao i s pretvaranjem zapisa brojeva izmedu razli¢itih brojevnih sustava, zadatke s
racunanjem u odredenoj bazi mozete sami sastaviti, a rezultate mozete provjeriti na
sluzbenoj stranici kolegija: http://degiorgi.math.hr/progl/apps/brsust.php.

Rezultate mozete provjeriti i “na ruke”, pretvaranjem u dekadsku bazu.

Napomena 1.2.4. Ukoliko Vam na kolokviju ostane dovoljno vremena, za provjeru rijesite
zadatke s racunskim operacijama na zasebnom papiru i s pretvaranjem u dekadski sustav.
Ukoliko se rezultati ne poklapaju, znaci da postoji greska (ona moze biti i u originalnom
i u kontrolnom racunanju)!

1.3 Trazenje baze

Ponekad se u zadacima trazi baza b u kojoj vrijedi neko svojstvo. U pravilu, takve zadatke
rjeSavamo raspisom po definiciji (tj. pretvaranjem u dekadsku bazu). Pri tome treba paziti
da z+a;1x-a;, gdje suzia; jednoznamenkasti nenegativni brojevi, ne moraju vise biti
jednoznamenkasti, kao i da * — a; 1 a; — x ne moraju vise biti nenegativni. Takoder,
korisno je dobivena rjesenja uvrstiti u poc¢etne uvjete i tako provjeriti jesu li dobra.

Napomena 1.3.1 (Ceste greske).


http://degiorgi.math.hr/prog1/apps/brsust.php
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Sve dobivene baze moraju biti strogo vece od 1. Na primger, brojevi —17, 0, 1 4 sl.
nisu dobre baze brojevnih sustava.

Baza zapisa svakog broja mora biti strogo veca i od svih znamenaka tog broja.

Baza, naravno, mora biti cijeli broj, kao i sve znamenke. Drugim rijecima, ako
dobijete da je neka baza, na primjer, \/5, to rjesenje morate odbaciti kao nezado-
voljavajuce.

Pazite sto je baza, jer ona me mora nuzno biti varijabla b, nego moze biti © neka
druga varijabla ili ¢ak neki izraz. Na primjer, ako imamo zadan broj (123)y.7 za
koji mora vrijediti neko svojstvo, tada mora biti b+ 7 > 3, tj. b > —4. U takvom
zadatku b = —3 moze (ali i ne mora) biti dobro rjeSenje, jer je baza b+ 7, a ne b.

Zadatak 1.3.1. U kojoj bazi b je broj (123), trostruko veéi od broja (21),, a u kojoj je
trostruko veéi od broja (25) ¢

Rjesenje. Raspisujemo po definiciji:

(123)p =3+ (21),
1-v*+2-b+3=3-(2-b+1)=6-b+3

b? —4b =0

b(b—4) =0

Kandidati za rjesenja su by = 01 by = 4. No, iz zadatka vidimo da mora biti b > 3, pa by
ne moze biti rjeSenje. Za kraj, uvrStavamo rjeSenje b = 4 u uvjet zadatka:

(123), =4 +2-4+3=16+8+3=27=3-9=3-(21),.

Zakljucujemo da je b = 4 jedino rjesenje prvog dijela zadatka.

Rijesimo sada drugi dio zadatka (na isti nacin):

(123), = 3 (25)s
1-0*+2-b+3=3-(2-b+5) =6-b+15
b —4b—12 =10
(b—6)(b+2)=0

Kandidati za rjesenja su by = 6 i by = —2. No, iz zadatka vidimo da mora biti b > 5, pa
by ne moze biti rjeSenje. Za kraj, uvrstavamo rjesenje b = 6 u uvjet zadatka:

(123) =6 +2-6+3=36+12+3="51 =317 =3 (25)s.

Zakljucujemo da je b = 6 jedino rjesenje drugog dijela zadatka. O
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U oba slucaja u prethodnom zadatku mogli smo jednostavno utvrditi donju granicu
za b (4 u prvom dijelu, odnosno 6 u drugom dijelu) i onda uvrstavanjem u uvjet zadatka
provjeravati kandidate za rjesenja: 4, 5, 6,... U oba sluc¢aja bismo odmah pogodili rjesenja,
jer su ona jednaka donjim granicama.

Ipak, takav pristup nikako nije dobar. Kao prvo, za pogodeno rjesenje treba dokazati
da je jedino. Kao drugo, rjesenje moze biti puno vece od donje granice i pogadanje moze
potrositi mnogo vremena.

Zadatak 1.3.2 (Pismeni ispit iz “Uvoda u racunarstvo”, 28. 11. 2005). Nadite sve b-ove
takve da je (123)9p43 = (501),

Rjesenje. Raspisujemo po definiciji:
(123)2b+3 - (501)b
1-(20+3)2+2-(2b+3) +3 =50 +1
4b* 4 16b + 18 = 5b% + 1
b* —16b—17=0
b—17)(b+1)=0
Kandidati za rjesenja su by = 17 i by = —1. Zbog uvjeta nenegativnosti, by ne moze
biti rjesenje. S druge strane, mora vrijediti 2b +3 > 31 b > 5. Lako se vidi da b = 17
zadovoljava oba uvjeta. Za kraj, uvrstavamo rjesenje b = 17 u uvjet zadatka:
(123)9.1713 = (123)37 =37 +2-37+3 = 1369 + 74 + 3
= 1446 =5 - 17° + 1 = (501)17.

Zakljucujemo da je b = 17 jedino rjesenje zadatka. [
Zadatak 1.3.3 (Pismeni ispit iz “Uvoda u racunarstvo”, 14. 2. 2005). Nadite sve b-ove
takve da je

(321)p + (321)p41 + (321)p42 = (840)p3.
Rjesenje. Raspisujemo po definiciji:
(321)1) + (321)b+1 + (321)b+2 = (840)b+3
9b% + 24b + 24 = 8b* + 52b + 84
b* —28b — 60 = 0
(b—30)(b+2)=0
Kandidati za rjesenja su by = 30 i by = —2. Zbog uvjeta nenegativnosti, by ne moze biti
rjeSenje. S druge strane, mora vrijediti b > 3, b+1 > 3, b+2 > 31 b+ 3 > 8. Lako se vidi
da b = 30 zadovoljava sve te uvjete. Za kraj, uvrstavamo rjesenje b = 30 u uvjet zadatka:
(321)30 + (321)3041 + (321)3052 = (321)30 + (321)31 + (321)39
= 2761 + 2946 + 3137 = 8844
- (840)33

Zakljucujemo da je b = 30 jedino rjeSenje zadatka. O
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Zadatak 1.3.4 (Pismeni ispit iz “Uvoda u racunarstvo”, 27. 6. 2005). Nadite sve b-ove
takve da je
(101)1) + (101)b+2 + (101)1)—1—4 = (271)1)—1—6'

Rjesenje. Zadatak rjesavamo analogno prethodnom. Jedino rjeSenje je b = 23. O

Zadatak 1.3.5 (Pismeni ispit iz “Uvoda u ra¢unarstvo”, 31. 8. 2005). Nadite sve b-ove
takve da je
(131)17 + (131)b+2 + (131)b+4 + (131)b+6 = (36O>b+8-

Rjesenje. Ponovno, raspisom po definiciji dobijamo da je jedino rjesenje b = 24. O
Zadatak 1.3.6. Za koje b vrijedi

(123), = (321)p_127
Rjesenje. Raspisom po definiciji dobijemo:

(123), = (321)y_19
b2 +20+3=30b—12)2 +2(b—12) + 1
= 3b* — 70b + 409
20* — 72b + 406 = 0
b? — 36b + 203 =0
(b—29)(b—T7)=0

Kandidati za rjesenja su by = 29 i by = 7. No, iz zadatka vidimo da mora vrijediti:
b>3ib—12> 3,

sto ukupno daje b > 15. Zbog toga odbacujemo by, a uvrstavanjem b = 29 (primijetimo:
b—12 = 17) u formulu zadatka dobijamo:

(123)29 = (902)109 = (321)47,
pa je konacno (i jedino) rjesenje zadatka b = 29. O
Zadatak 1.3.7. Za koji b vrigedi
(101010), = (10101)ps?
Rjesenge.
(101010), = (10101)py,
W+ +b=0+1)"+(b+1)72+1

=04+ 4 + 60> +4b+ 1+ +20+1+1
(b=3)(V*+b+1)>=0
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Jedino realno rjesenje jednadzbe je b = 3. Uvrstavanjem u formulu zadatka dobijamo:
(101010)3 = (273)19 = (10101)s.

]

Uvjet moze biti i naizgled slozeniji, no rjeSavanje se ponovno svodi na raspis po defini-
ciji i provjeravanje svih potrebnih uvjeta:

Zadatak 1.3.8 (Pismeni ispit iz “Uvoda u racunarstvo”, 5. 7. 2006). Neka je zadana
baza b € N. Za koje dvoznamenkaste brojeve (xy), vrijedi da je (xy)y - (11)p palindrom (u
ovisnosti o parametru b)?

Palindrom je niz znakova (ili znamenaka) koji se jednako ¢ita s lijeva na desno i s
desna na lijevo. Na primjer: 11, 616, ABBA i sl.

Rjesenje. Oznacimo trazeni broj s a = (zy), = x - b+ y. Tada je
(1)y-a=x-D*+(x+y)-b+y
(za svaki b, tj. u svim brojevnim sustavima). Imamo sljedeée slucajeve:
La+ty<b=1l)p-a=(z@+yyp=>ar=y<?

2. 2+y>b=0<x+y—b<2-b pabroj — rastavljen na znamenke — izgleda ovako:
(x4+1)-0*+ (z+y—b) - b+y. Ponovno imamo dva slucaja:

L.z+1=b= (11), - a = (10cy)s, gdje je ¢ = =+ y — b, pa (zato jer je (11); - a
palindrom), zaklju¢ujemo: y = 1, ¢ = 0. Provjerom uvjeta ¢ = 0 dobijemo:

O=c=x4+y—b=b—14+1-b=0,

pa je dobiveno rjesenje a = ((b — 1)1), dobro.

2. x4+ 1<b(tj. z < b—1, sto znaci da je na pocetku izraza jedna znamenka).
Tada je y = x + 1 (Sto je manje od b, pa je y dobra znamenka).

Konaé¢no rjesenje zadatka, dobiveno spajanjem rjesenja i uvjeta svih slucajeva, je:

a€{@@m$<g}U

{((0=D1)}V
{(:p(m—l—l))b, r<b—1 2> (b_l)}.

2
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Neka svojstva dekadskog sustava vrijede i opcenitije. Dva ¢emo pokazati u sljedec¢im
zadacima:

Zadatak 1.3.9. Broj zapisan u bazi b je djeljiv s brojem b—1 (tj. s najvecom znamenkom
u bazi b) ako i samo ako je njegova suma znamenaka djeljiva s b — 1.

Primjer ove tvrdnje je djeljivost s 9 u dekadskom sustavu.

Rjesenje. Neka je zadan broj
a = (apan_1...ap)p.

Tada je
a:iai‘bi:iafbi—i:ai—l—iai
i=0 i=0 i=0 i=0
= a;- (=1 + ) a
i=0 =0
Primijetimo:

V—1=0b-1)- 0"+ 4+ +1),

pa je b' — 1 djeljivo s b — 1. Zakljué¢ujemo da je a djeljiv s b — 1 ako i samo ako je s b — 1
djeljivo i Y, a;, §to je upravo suma znamenaka broja a zapisanog u bazi b. O]

Zadatak 1.3.10. Neka je k € Ny, te neka je b = 2(2k + 1) paran prirodni broj takav da
je % neparan. DokaZite da tada broj

b i

—+1

prikazan u bazi b ima zadnju znamenku % + 1 za sver > 0.
Primjer ove tvrdnje je znamenka 6 u dekadskom sustavu (jer je 10 = 2(2 -2 + 1)).

Rjesenje. Uvedimo oznaku: x = g + 1. Dokaz provodimo indukcijom. Za ¢ = 1, istinitost
tvrdnje je ocita. Za ¢ = 2 imamo:

b 22 b b
2_(2.1) =2 l=—4-—+-+1
x (2+) g ot l=T oo+

b+ 2 22k + 1) + 2
:%.ber:%-b—mc:(kJrl)ber,

§to pokazuje da je zadnja znamenka broja x? prikazanog u bazi b upravo .

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve 7 < j, te provjerimo vrijedi li i za j. Kako za
()]~ tvrdnja vrijedi (po pretpostavci), mozemo uvesti oznaku

(x)i_l = yb + xz, ) € NO-
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Vrijedi:
(@) = (@) - (2)y = (b +2) - x = ayb + 2
=ayb+ (k+1)b+2x=(xy+k+1)b+x,

¢ime smo pokazali da je posljednja znamenka (x){) zaista x, Sto znaci da tvrdnja vrijedi i
za j. Prema principu matematicke indukcije, to znaci da tvrdnja vrijedi za sve i € N. [

Tvrdnja moze biti i opéenitija, jer posljednja znamenka od proizvoljnog z* (za i > 1)
ovisi samo o posljednjoj znamenci od x. Dakle, ako su zadovoljeni uvjeti tvrdnje iz
zadatka, i-ta potencija svakog broja sa zadnjom znamenkom g + 1 imat ¢e opet zadnju
znamenku % + 1 (naravno, ako je broj zapisan u bazi b).

Zadatak 1.3.11. Dokazite da tvrdnja zadatka 1.3.9 ne vrijedi samo za b — 1, nego i za
sve djelitelje od b — 1 (npr. djeljivost s 3 u dekadskoj bazi).

Zadatak 1.3.12. Broj a = (apay,_1 ... ao) zapisan u bazi b je djeljiv s brojem b+ 1 (1j. s
(11)p) ako i samo ako je broj

n

Z(—l)n&i:ao—a1+&2—a3+...
=0

takoder djeljiv s b+ 1.

Rjesenje. Tvrdnju je jednostavno dokazati upotrebom kongruencija, ali moze i direktno,
primjenom sljedec¢ih identiteta:

2"yt =(r+y)@" T ="y + o —ay" YY), noparan,
"=yt = (z+y) @ =" 2y + -+ a2y — "), n neparan.

Pretpostavimo da je n neparan (tj. da broj ima parno mnogo znamenaka). Tada je

(n—1)/2
a = Z CLZbZ = Z agib% + a2i+1b2i+1)
1=0
(n—l)/2 (n—1)/2
= Z ((a2zb + azi1 ™) + (ag — a2i+1)) - Z (agi — agiy1)
i=0 =0
(n—1)/2 4 A (n—1)/2
= Z (agi (0 + 1) + agip1 (0* — 1)) — Z (a2 — agit1)
=0 =0
(n—1)/2 (n—1)/2
= (ag:(b+ 1)p; + agit1(b+1)g;) — Z (ag; — a2i41)
i=0 i=0
(n—1)/2 (n—1)/2
(b—1) Z agipi + a2i41q;) — Z (ag; — agit1),
i=0 =0

'

:Z?:o(*l)nai
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pri ¢emu su p; i ¢; ostaci nakon izlu¢ivanja b+ 1 iz b* + 1 1 b* 1 — 1 (respektivno). Ti
ostaci su cijeli brojevi, prema formulama za rastavljanje 2" + y™ i 2" — y™.

Ako je n paran (tj. n — 1 je neparan), onda iz broja a izdavajamo vodecu znamenku,
te na preostalih n — 1 znamenaka primjenjujemo prethodni rezultat:

n n—1
a= E a;b' = a, + E a;b
=0 i=0

(n—2)/2 (n—2)/2
=(b-1) Z (@i + a2i11¢;) + an — Z (ag; — agit1) -
i=0 i=0

N J/

S o(-1)"as

Alternativno, broj s neparno mnogo znamenaka (n paran) mozemo promatrati i kao broj
s jednom znamenkom vise, tako da definiramo a,; := 0. [

Primjer ove tvrdnje je djeljivost s 11 u dekadskom sustavu.



Poglavlje 2

Racun sudova

Sud ili izjava je svaka (smislena) recenica ¢iju istinitost mozemo utvrditi, tj. koja je ili
istinita ili lazna. Na primjer:

e 17+ 19 = 36 (sud, istinit)
e 17> 19 (sud, lazan)
e 17 > x (nije sud, dok god ne znamo koliki je x)

e Popocatépetl je aktivni vulkan u Cileu (sud, lazan; Popocatépetl se nalazi u Mek-
siku).

e Hocu li uspjeti poloziti ovaj kolegij? (nije sud, jer ne iskazuje tvrdnju ¢iju bismo
istinitost mogli provjeriti)

Jednostavne sudove zamjenjujemo sudovnim varijablama (najcesce ih oznacavamo ve-
likim ili malim latiniénim slovima), te od njih slazemo slozene izjave pomocu logickih
operatora. Uz varijable, imamo i dvije konstante: 1 (istina, true, T) i 0 (laz, false, L).
Operatori koje obi¢no koristimo prikazani su u tablici 2.1.

Operator negacije ima najveéi prioritet; zatim dolazi operator konjunkcije, te zatim
operator disjunkcije i iskljucivo ILI (oni imaju jednake prioritete). Nakon njih dolaze
implikacija i, nakon nje, ekvivalencija.

Ako niste sigurni koji su prioriteti operatora, pisite zagrade!

2.1 Tablice istinitosti

Istinitost pojedine formule mozemo jednostavno provjeriti tzv. tablicom istinitosti.

Zadatak 2.1.1. Za koje vrijednosti a i b je formula a + b istinita?

19
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Naziv
hrv. engl. | Simboli Opis

I AND VAN a - b je istina ako i samo ako suiai
b istiniti

ILI OR +,V | a-+ b je istina ako i samo ako je a
istinit ili b istinit (ili oba)

NE NOT | @, —a | @ je istina ako i samo ako je a laz

iskljuc¢ivo | XOR &) a @ b je istina ako i samo ako je ili a

ILT istinit ili b istinit (ali ne oba)

Tablica 2.1: Opisi nekih logickih operatora

Rjesenje. Tablicu istinitosti slazemo navodenjem svih kombinacija vrijednosti varijabli a
i b, te racunanjem vrijednosti formule za svaku kombinaciju:

Tijekom postupka, preporuéljivo je racunati i podizraze, na primjer b.

albl[bla+b
Ojo1| 1
0[(1]0] O
110f1| 1
1o 1
Dakle, formula a + b je istinita ako je @ istinit ili b lazan. O]

Logicke operatore mozemo zadati pomocu tablice istinitosti (v. tablicu 2.1). Iz prilozene
tablice istinitosti odmah vidimo da vrijedi:

(a=b)=adb.
alblla+bla-blajla=blasbladd
00 0 0 |1 1 1 0
01 1 0 |1 1 0 1
110 1 0 |0 0 0 1
11 1 1 10 1 1 0

Tablica 2.2: Logicki operatori

Napomena 2.1.1 (Varijable u tablici istinitosti). Tablica istinitosti za k varijabli ima 2~
redaka. Pri tome, najlakse je prvi stupac popuniti s 2871 nula, te s 287 jedinica, drugi
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stupac s 2872 nula i 2872 jedinica, te opet 2872 nula i 2872 jedinica, iduéi opet s dvostruko
mangim grupicama nula i jedinica itd. U stupcu posljednje varijable trebaju ispasti nule i
jedinice naizmjence.

Zadatak 2.1.2. Dokazite:
a+a=1, a-a=0.

Uputa. Slozite tablicu istinitosti za varijablu a (trebala bi imati dva retka). O
Zadatak 2.1.3. SloZite tablicu istinitosti za 1zraz

f=(a+b) (c+d).

Rjesenje. Kako ovdje imamo ¢etiri varijable, tablica istinitosti imat ée 2* = 16 redaka
(ovdje rastavljeno u 8 4 8 redaka):

<
o
U
=
o
U

S O O O O O o oL
= = = = O O O Oc
—_— O = O = O = O Q.
- = O O O O O
—_ === O O O O
_ O = O = O = O Q.
et e e O e e e O R

= = O O = = O OO0

_ == = OO O O+

I T e B S G S e l e

e i i e e e e e )

_ = O O Rk = O OO

e i e i e e e e

— = =) O = = = O+

Zadatak 2.1.4. Pomocu tablica istinitosti dokazite sljedece vazne identitete:

a) De Morganove formule:

b) Negacija implikacije:

c¢) Obrat po kontrapoziciji:

d) (a<=b)=(a=0b) (b= a).
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Rjesenje. Pokazat ¢emo da vrijede De Morganove formule:

a|blatblat+b|albla-bla-bla-b|la+b
00| O 1 11 1 0 1 1
O[1] 1 0 110 O 0 1 1
110 1 0 0|1 O 0 1 1
11 1 0 00| O 1 0 0
Istinitost ostalih tvrdnji provjerite za vjezbu. O

Zadatak 2.1.5. Politicar N. T. (Nema Takvog) nikada ne laZe, osim srijedom kada samo
laze. Koje dane u tjednu on moZe reci:

a) “Jucer sam govorio istinu i lagat ¢u sutra”?

b) “Prekjucer sam lagao, a danas i sutra govorit ¢u istinu”?

c) “Ako nisam lagao jucer, lagat éu sutra”™?

d) “Ako danas i sutra govorim istinu, prekosutra ¢u lagati”.

e) “Ako danas i sutra laZem, prekosutra ¢u govoriti istinu”.
Je li izjava pod d) negacija izjave pod e)?

Rjesenje. Ovdje nas ne zanima kad je neka izjava istinita, nego kad se podudara s onime
sto N. T. prica. Drugim rijecima, zanima nas kad je
izjava < p,
gdje je p istina sve dane osim srijede (kad je laz).
Rijesimo zadatak pod a). Poc¢injemo uvodenjem pomoénih varijabli:

a = “Jucer sam govorio istinu”

b = “Lagat ¢u sutra”

Zanima nas kad se istinitost od p poklapa s istinitos¢u od a - b.

Dan|a|b|p|la-b|p< (a+Db)
pon (1|0 1| O 0

uto [ 1|11 1 1

sti |[1]0(0] O 1

cet |00 1| O 0

pet |1]01]| O 0

sub [1/0] 1] O 0

ned |10 1] O 0
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Dakle, u tablici pratimo kad je formula a - b istinita, a na kraju (posljednji stupac) prov-
jeravamo kad se njena istinitost poklapa s istinitos¢u tvrdnji koje taj dan govori N. T, jer
on istinu moze rec¢i svaki dan osim srijede, a srijedom moze re¢i samo laz. Zbog toga je
konacno rjesenje: utorak i srijeda, jer je u utorak izjava istinita (a on utorkom govori
istinu), dok je u srijedu izjava lazna (a on srijedom laze). Ostale dane, izjava je lazna, a
on bi trebao govoriti istinu, pa zato takvu izjavu ne moze dati.

Ostale tvrdnje provjerite za vjezbu. Rjesenja su:

a) utorak i srijeda,

=

srijeda i petak,

(@]

o

)
)
) utorak, srijeda i ¢etvrtak
) ponedjeljak i utorak

)

svi dani osim srijede (jer je lijeva strana inkluzije — “danas i sutra (dva uzastopna
dana) lazem” — uvijek lazna, pa je inkluzija uvijek istinita).

e

Iz prilozenog je jasno i da izjave pod d) i pod e) nisu jedna drugoj negacije. Izjava koja bi
bila negacija izjavi pod d), za rjesenje bi imala “svi dani osim ponedjeljka i utorka”. [

2.2 Normalne forme

Zadatak 2.2.1. Dokazite da se svaka formula racuna sudova moze prikazati samo pomocu
negacije (operator NE), konjunkcije (operator 1) i disjunkcije (operator ILI).

Rjesenje. Ostale operacije (implikacija, ekvivalencija, iskljuc¢ivo ILI) prikazat ¢emo na taj]
nacin:

(a=by=a-b+a-b+a-b,

(a®b)=(a+0b) (@+b).

Za vjezbu provijerite ispravnost navedenih formula.

Primijetite da, primjenom De Morganovih pravila, mozemo eliminirati i sve disjunkcije
ili sve konjunkcije, tj. da sve formule racuna sudova mozemo prikazati pomoc¢u negacije i
samo konjunkcije ili samo disjunkcije. O]

Kako dobiti formulu ako je zadana tablica istinitosti? Postoji vise nacina.
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Algoritam 2.2.1 (Konjunktivna normalna forma). U tablici istinitosti gledamo sve retke
koji sadrze nulu (laz) u rezultatu. Reci su oblika:

ai |as | ... | ap || f

vVil|Vval|...|vp|lO

Za svaki takav redak kretramo izraz:

B =0b; +by+ -+ by,

a;, v; =1
bj:{ VRN
CLj,UjZO

Konjunktivna normalna forma (KNF) izraza f je

gdje je

gdjge je k broj nula u stupcu koji odgovara izrazu f u tablici istinitosti.

Pojednostavljeno receno: gledamo nule u rezultatu, negiramo varijable koje imaju vri-
jednost jedan (ostale ne mijenjamo), “zbrajamo” te varijable (i negirane i nepromijen-
jene), te radimo “umnozZak” tako dobivenih “suma”.

Algoritam 2.2.2 (Disjunktivna normalna forma). U tablici istinitosti gledamo sve retke
koji sadrze jedinicu (istinu) u rezultatu. Reci su oblika:

ai |as | ... |ap || f

Vil|val|... |vp|1

Za svakt takav redak kretramo izraz:

gdje je

Disjunktivna normalna forma (DNF) izraza f je

Bi+ By + -+ + By,
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gdje je k broj jedinica u stupcu koji odgovara izrazu f u tablici istinitosti.
Pojednostavljeno receno: gledamo jedinice u rezultatu, negiramo varijable koje imaju

vrijednost nula (ostale ne mijenjamo), “mnozimo” te varijable (i negirane i nepromijen-
jene), te radimo “2broj” tako dobivenih “produkata”.

Rjesenje zadatka 2.2.1 pomocu normalnih formi. Da bismo rijesili zadatak, potrebno je
prvo sloziti tablicu istinitosti za operatore implikacije, ekvivalencije i iskljuc¢ivog ILI. Izn-
imno, oznacit ¢emo i brojeve redaka (prvi stupac) za potrebe objasnjavanja postupka:

alblla=blasbladd
1.{01]0 1 1 0
2.10|1 1 0 1
3.1110 0 0 1
4.111]1 1 1 0

Konjunktivnu normalnu formu za formulu a = b dobijemo promatranjem treceg retka
(jer se samo u njemu nalazi nula u stupcu koji odgovara formuli a = b). U tom retku,
varijabla a ima vrijednost 1, a varijabla b ima vrijednost 0. Prema algoritmu 2.2.1,
trebamo negirati varijablu a i varijablu b ostaviti nepromijenjenu, te zbrojiti dobiveno:

By =a+b.

Kako se nula nalazi samo u tre¢em retku, to je By jedini u konjunktivnoj normalnoj formi
za a = b, pa je konacno rjesenje

(a=0b)=a+b.

Disjunktivnu normalnu formu za formulu @ = b dobijemo promatranjem redaka koji
sadrze jedinice (to su reci 1, 21 4). U prvom retku, i varijabla a i varijabla b imaju
vrijednost nula, pa ih — prema algoritmu 2.2.2 — negiramo, $to znaci da je

By =a-b.

U drugom retku, varijabla a ima vrijednost nula (pa ju negiramo), dok varijabla b ima
vrijednost 1 (pa ostaje nepromijenjena). Dakle,

By =a-b.

Analogno, za tre¢i redak imamo:
B3 =a-b.
Konacno rjesenje je:

(a=0b)=(a-b)+@-b)+(a-b).

Na slican nacin rijesite formule a < b i a @ b (rjeSenja, do na poretke operanada,
moraju biti jednaka onima iz originalnog rjesenja zadatka). ]
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Napomena 2.2.1. Primujetite: ako imamo n varijabli,

e tablica istinitosti imat ée 2" redaka (ne racunajuci naslovni redak).

o ukupni broj B-ova u konjunktivnoj i disjunktivnoj normalnoj formi bit ce takoder
2",

Napomena 2.2.2. Generalno, ako je moguce birati koju normalnu formu koristiti, dobro
je koristiti konjunktivnu ako ima malo jedinica, a disjunktivnu ako ima malo nula. Ipak,
ako se ocekuje i pojednostavljivange izraza (poglavije 2.3), cesto je prakticnije koristiti
disjunktivnu normalnu formu jer kod nje nije potrebno “izmnoZziti” elemente u zagradama.

Zadatak 2.2.2. Napisite formule racuna sudova za izraze f, g i h odredene sljedecom
tablicom istinitosti (zbog preglednosti je podijeljena je u dva dijela):

alblcl flg|h alblc| flglh
0(o0jof1]10 110(0]0]1]0
0O(oj11]10 110[1]j0 1|1
0/110]0]0[1 111(0]0]0]0
O[1|1]1(1/|0 1(1{1)1|1]0

Rjesenje. U zadatku ne pise koju normalnu formu treba napisati (dapace, ne pise niti da
trebaju biti normalne forme), pa mozemo birati. Za izraz f je svejedno koju normalnu
formu izaberemo jer tom izrazu odgovara jednag broj jedinica i nula. Napisat ¢emo obje
normalne forme za f:

KNF: f= ( +b +) @+b+ec)-@+b+e) - (@+b+e),
DNF: f=a-b-¢+a-b-c+a-b-c+a-b-c.

Izrazu g odgovaraju dvije nule i ¢ak Sest jedinica, pa je lakSe napisati konjunktivnu nor-
malnu formu:

g=(a+b+ec) (@+b+eo).
Izrazu h odgovara cak Sest nula i samo dvije jedinice, pa je lakSe napisati disjunktivnu
normalnu formu:
h=a-b-c4+a-b-c.

Interaktivnu vjezbalicu za normalne forme mozete na¢i na adresi
http://degiorgi.math.hr/progl/apps/knfdnf.pl
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2.3 Pojednostavljivanje logickih izraza

Formule izrazene u normalnim formulama u pravilu su komplicirane. Primjenom jednos-
tavnih identiteta (poput De Morganovih pravila), formule moZemo znac¢ajno pojednos-
taviti, sto je izuzetno vazno u primjenama. Na primjer, logicki izraz moze predstavl-
jati uvjet koji neki program treba izvrsiti (v. zadatak 7.1.4), pa njegova slozenost moze
znacajno usporiti ili ubrzati izvodenje programa. Takoder, logicki izraz moze predstavljati
i elektronicki sklop koji treba sastaviti. Kompliciraniji sklop (koji je rezultat komplici-
ranijeg izraza) ima vise elemenata, $to povlaci vecu cijenu, ve¢u potrosnju energije, sporije
izvodenje operacija i ve¢i konac¢ni sklop.

U praksi, veéina elektronickih sklopova (iznimka je DRAM) sastoji se od NAND-vrata
(NOT AND) i NOR~vrata (NOT OR) s tri ili vise ulaza.

Neke od formula koje mogu pomoci prilikom pojednostavljivanja logickih izraza nave-
dene su u tablici 2.3.

1. a+b=b+a a-b=b-a
2.a+(b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
3. a+0=a a-0=0

4. a+1=1 a-1=a

5. at+a=a a-a=a

6. a-(b+c)=a-b+a-¢c a+b-c=(a+b) (a+c)
7. a=a

8. 1=0 0=1

9. a+a= a-a=>0

10 at+a-b=a+b a-(a+b)=a-b
11 at+b=a-b a-b=a+b
12 at+a-b=a a-(a+b)=a
13 a-b+a-c+b-c=a-b+a-c

Tablica 2.3: Neke formule za pojednostavljivanje logickih izraza
Napomena 2.3.1 (Cesta greska). U racunu sudova NE VRIJEDI 1+ 1 = 2; Stovise,
u racunu sudova 2 uopée nema nikakvo znacenge!

Zadatak 2.3.1. Dokazite formule iz tablice 2.3 pomocu tablica istinitostu.

Zadatak 2.3.2. Pojednostavite formule racuna sudova:

a) f=a-b-cta-b-ct+a-b-c,
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b) g=a-b-c+a-b-c+a-b-tH+a-b-c,

¢) h=c-a+c-b-¢c-a+c+b,

d) k=a-b-(a+b)+a-b-b+a.

Opcenito, formule je najlakse pojednostaviti tako da ih se svede na disjunktivnu formu
(ne nuzno normalnu, tj. ne mora svaki sumand sadrzavati sve varijable). Zatim se spretnim
izlu¢ivanjem i slicnim pravilima (v. tablicu 2.3) formula pojednostavljuje.

Rjesenge.
a) Pocinjemo izluc¢ivanjem zajednickog podizraza (a-c) iz prva dva elementa disjunkcije:

f=a-b-c+a-b-c+a-b-¢
=a-c-(b+b)+a-b-cC
—1
=a-c+a-b-c=a-( c+b-C)
N——
=b+c (pr. 10)
=a-(b+c).

b) Primijetimo:
g=f4+a-b-cib+c=b+c+b-c

Sada imamo:

g=f+a-b-c=a-(b+c)+a-b-c
=a-(b+c+b-c)+a-b-c
a-(b+c)+a-b-c+a-b-c
:a-(b—i-c)—i-(a—i-a) b-c
=a-(b+c)+b-c

Mozemo i1 direktno:

g=ua-b- b-c+a-b-c+a-b-c

= (a+ ) b-cta-b-cta-b-c
b-cta-b-cta-b-c
=(b+a-b)-c+a-b-c
=(a+b)-c+a-b-¢c=a-c+b-c+a-b-C
a-(c+b-¢)+b-c=a-(b+c)+b-c
=a-b+a-c+b-c



2.3. POJEDNOSTAVLJIVANJE LOGICKIH IZRAZA 29

Primijetite da formula a - b+ a-c+ b- ¢ ima 5 operatora, dok prethodna formula,
a-(b+c¢)+b-c, ima samo 4. Zbog toga kao rjesenje uzimamo formulu a- (b+c¢)+b-c.

Inace, ovisno o izboru izluc¢ivanja, mogli smo dobiti i druga, jednako dobra rjesenja.
Na primjer:

a-b+(a+b)-c

¢) Ovdje kreéemo s visestrukom primjenom De Morganovih pravila kako bismo se
rijesili slozenih izraza ispod negacija (jer s njima najces¢e ne mozemo nista naprav-
iti):

h=c-a+¢-b-¢c-a+c+b
—¢-a +ﬁ+ﬁ+é-3
=c-a+c¢c-b+c-atc-b
=a-(c+¢)+(C+c)-b=a+b.

Kao sto vidimo, kona¢na formula ne mora sadrzavati sve varijable.

d) Ponovno kreé¢emo primjenom De Morganovih pravila, te “mnozenjem” zagrada:

]

Prilikom pojednostavljivanja, svaka dobivena formula mora biti ekvivalentna pocetnoj.
Jednakost formula mozete provjeriti na sluzbenoj stranici kolegija:
http://degiorgi.math.hr/progl/apps/logika_sudova.pl

Zadatak 2.3.3 (Pismeni ispit iz “Uvoda u rac¢unarstvo”, 14.2.2005). Definirajte formulu
racuna sudova koja kao ulaz uzima binarne znamenke xq, x1 i 2, te vraca 1 ako se broj
(xox10)9 moZe prikazati kao umnozak dva prosta broja. Inace vraéa 0. Pojednostavite
dobiveni izraz!

Napomena 2.3.2 (Cesta greska). Broj 1 nije ni prost ni slozen!


http://degiorgi.math.hr/prog1/apps/logika_sudova.pl
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Rjesenje. Najprije slazemo tablicu istinitosti:

Ty | T1 | To (11721'1350)2 f T2 | T1 | To (11729511170)2 f
01010 0 0 1/0|0 4 114=2-2)
0701 1 0 11071 ) 0
07110 2 0 1710 6 1/(6=2-3)
O]1]1 3 0 111]1 7 0

Sada vidimo i zasto je ovakav raspored varijabli dobar: brojevi koje one daju (ako ih
interpretiramo kao binarne znamenke) idu po redu od 0 do 2" — 1, gdje je n broj varijabli
(ovdje je n = 3).

Problem je ocito lakse rijesSiti pomoc¢u disjunktivne, nego pomoc¢u konjunktivne nor-
malne forme jer imamo samo dvije jedinice i ¢ak Sest nula:

f=22 71 T+ 2221 - Tp = T2 - To.
]

Zadatak 2.3.4 (Pismeni ispit iz “Uvoda u racunarstvo”, 22.4.2002). Napisite formulu
racuna sudova (koja se sastoji samo od operatora ILI i negacije) koja za ulaz x = (x2x120)2
provjerava je li x nultocka funkcije f(x) = 23 — 2? — 4x + 4.

Upute. lzracunajte nultocke funkcije ili uvrstite sve moguce vrijednosti x (cijeli brojevi
od 0 do 7), te napisite tablicu istinitosti. Zatim izvedite konjunktivnu ili disjunktivnu
normalnu formu, te primjenom De Morganovih pravila eliminirajte sve konjunkcije. [

2.4 Osnovni sklopovi

Kao sto smo naveli, logicki izrazi cesto se koriste prilikom izrade elektronickih sklopova.
Izraze mozemo i nacrtati, na nacin da svaki operator zamijenimo odgovaraju¢im sklopom,
koje zatim povezujemo u cjelinu. Sklopovi koji odgovaraju osnovnim operatorima su dani
su u tablici 2.4.

Sklop gradimo tako da svakoj varijabli dodijelimo jednu ulaznu “zicu” (liniju), te ju
povezujemo sa sklopovima koji odgovaraju operatorima koje ti sklopovi predstavljaju. Na
isti na¢in nastavljamo gradnju s izlazima iz sklopova.

Primjer 2.4.1. Nacrtaymo sklop koji odgovara izrazu
f=a+b-c+a-C

Rjesenje je priloZeno na slici 2.1.
“Mostici” pokraj varijabli b i ¢ sluze da se naglasi da se “Zica” od a ne sijece sa “Zicama”

odb 1 c.
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Simbol Naziv Oznake

negacija a, a

konjunkcija | a-b,aADb

disjunkcija a+0b,aVb

kA

iskljucivo ILI | a b

Tablica 2.4: Osnovni sklopovi

> S

e
»

o o Q

Slika 2.1: Sklop f =a+b-c+a-¢

Zadatak 2.4.1. Nacrtajte sklopove koji odgovaraju originalnim i pojednostavljenim izraz-
ima iz zadatka 2.3.2.

Napomena 2.4.1. Ponekad se u operatore ubacuje vise ulaznih “Zica” nego je to uobica-
jeno, kao — na primger — kod sklopa AND na slici 2.2. Time se Zeli skraceno prikazati izraz

~
_/

Slika 2.2: Sklop AND s tri ulazne “Zice”

S

o

a-b-c. Ipak, iako je nacrtan samo jedan sklop, on je samo pokrata i zato se broji
kao dva sklopa! Ovakvim “zahvatima” u crtanju ne smanjujete broj operatora/sklopova
u rjesenju zadatka!

2.5 Poluzbrajalo i potpuno zbrajalo

Zadatak 2.5.1 (Poluzbrajalo). Konstruirajte (nacrtajte) poluzbrajalo (engl. half adder),
tj. sklop koji ima ulaze x iy (jednoznamenkasti binarni brojevi), te izlaze s (sum) i c
(carry) za koje vrijedi:

s = znamenka jedinica u sumi x + y

¢ = znamenka desetica u sumi x + y
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Ocito, s predstavlja “sumu”, a ¢ “jedan dalje” prilikom zbrajanja dva binarna broja.

Rjesenje. Sastavimo tablicu istinitosti za s i ¢:

—_ = O O8
_ O = Ol

_ o O OO
O = = O ®»

Primijetite: z +y = (sc¢),.

Izraze nalazimo pomoc¢u normalnih formi:

DNF: c=uz-y
KNF: s=(z+y) @T+y) =(+y) Ty

Konacno, mozemo nacrtati poluzbrajalo (v. sliku 2.3). O

Slika 2.3: Poluzbrajalo

Poluzbrajalo oznacavamo kao na slici 2.4. Kako izrazi ¢ i s ne komutiraju, prilikom

HA..

Slika 2.4: Simbol poluzbrajala

crtanja poluzbrajala nuzno je naglasiti koji je koji (tj. na svaku izlaznu “Zicu” napisati
je li ona s ili ¢).
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Zadatak 2.5.2 (Potpuno zbrajalo). Konstruirajte (nacrtajte) potpuno zbrajalo (engl. full
adder), tj. sklop koji ima ulaze z, y i z (jednoznamenkasti binarni brojevi), te izlaze s
(sum) i ¢ (carry) za koje vrijedi:

s = znamenka jedinica u sumi x +y + 2

¢ = znamenka desetica u sumi x +y + z

Ocito, s predstavlja “sumu”, a ¢ “jedan dalje” prilikom zbrajanja tri binarna broja.

Rjesenje. Sastavimo tablicu istinitosti za s i ¢

— = R RO O O OR
I = T == T = S S S e B e i N
_ O = O = O = O
— = = O = O O O
_— O O = O = = OlWw

Primijetite: x4+ y 4 2 = (s¢)a.
Izraze mozemo lako dobiti pomoc¢u normalnih formi (napravite to sami za vjezbu). No,

potpuno zbrajalo mozemo nacrtati i koriste¢i poluzbrajala, simulirajuc¢i time zbrajanje
“znamenku po znamenku” (v. sliku 2.5). Suma x + y + z ima jednaku zadnju znamenku

Slika 2.5: Potpuno zbrajalo

kao i suma s; + z (pri cemu je s; zadnja znamenka sume z +y), a prenosimo “jedan dalje”
ako imamo “jedan dalje” u bilo kojem od ta dva zbrajanja (tj. ako je ¢; jednak 1 ili ako
je ¢o jednak 1). O

Potpuno zbrajalo oznacavamo kao na slici 2.6. Kako izrazi ci s ne komutiraju, prilikom
crtanja potpunog zbrajala (kao i kod poluzbrajala) nuzno je naglasiti koji je koji (tj.
na svaku izlaznu “zicu” napisati je li ona s ili ¢).
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FA..

Slika 2.6: Simbol potpunog zbrajala

Zadatak 2.5.3. Konstruirajte sklop koji zbraja dva 3-bitna binarna broja x = (xox120)9
iy = (Y2y1%0)2-

Rjesenje. Tablica istinitosti bi imala 2° = 64 retka, $to je velik posao. Zbog toga ¢emo
simulirati zbrajanje “na ruke” (slika 2.7). Prvo zbrajamo zadnje znamenke brojeva: xq +

EF.A.% T FA. s

z Co Co
xo HA S0
1 i
Lo—1 ¢
T

1
g
Yo
Y1
y E
2 [ [
20 21 Z9 23

Slika 2.7: Sklop za zbrajanje troznamenkastih binarnih brojeva

Yo. Rezultat tog zbroja daje posljednju znamenku konacnog rezultata z; i, eventualno,
“jedan dalje” (oznacimo ga s ¢p). U drugom koraku zbrajamo co + 1 + y; rezultar ée
biti znamenka z; i, eventualno, “jedan dalje” (ozna¢imo ga s ¢;). Konacno, zbrajamo
¢1 + o + yo; rezultat tog zbrajanja je (cosg)2, Sto su prve dvije znamenke konacnog
rezultata (tj. co = z3, So = 23). O

2.6 Dodatni zadaci

Zadatak 2.6.1. Konstruirajte logicke sklopove za 7-segmentni indikator s 3-bitnim ulazom
(tj. za brojeve od 0 do 7).

Uputa. U ovom zadatku je sadrzano sedam istovjetnih zadataka. Svaki broj od 0 do 7
treba nacrtati kao $to ga iscrtava kalkulator (pri tome se broj 1 moze nacrtati na dva
nacina; izaberite jedan). Za svaki od brojeva, neke od dioda f; — f; ¢e biti upaljene
(stanje 1), a neke ¢e biti ugasene (stanje 0). Potrebno je sastaviti tablicu istinitosti za
sve brojeve, te pomoc¢u konjunktivnih ili disjunktivnih normalnih formi dobiti formule za
pojedine f;. Na kraju, te formule treba pojednostaviti i nacrtati pripadne sklopove.
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Ja [

fs Jo

Slika 2.8: 7-segmentni indikator s prikazanim brojem 3

Pazite: tablicu je najlakse popuniti po recima (tj. za svaki x = (z92120)2 popuniti
nulama i jedinicama stupce f; — f7 ovisno o tome koja dioda svjetli za prikaz broja x),
ali normalne forme moramo konstruirati po stupcima (tj. jednu za f;, jednu za fs, itd).

Neka od rjesenja koje trebate dobiti (uz pretpostavku da smo broj 1 dobili paljenjem
f3ife, amne foi f5):

fi = @0+ 21+ 22) - (w0 + 21 +T2)
=20 To+To 21 +To T2+ 2T To+ 21 T1+ 21 Ta+ Lo Tot
To X1+ T2 T
=21 (To + 20+ 1+ T2+ 22) + 20 - T2 + To - T2
=2y 4+ To - Ty + Tg - Ty = Ty + Tg - Ty + T + T2,

fa=

"TT T3+ Tg - T1 - T + To - T1 - Ty + Tg - T1 - To

- T1(Tg + x2) + T - Ty - T2+ To - X1 - To

(To+ @0 - x2) + T - @1 - X2 = T1 - (To + T2) + T - &1 - T2

[
S B B B

“To+ T Xo+Tg- 21+ Tg =Tg-T1 + (T1 + To - 1) * o

T+ (T1 + To) - 02 = To - T1 + T1 - T2 + To - T

ot a1+ (To+T1) @2 =T + ¥, + T - T+ To.

I
8

]

Zadatak 2.6.2. Konstruirajte logicke sklopove za 7-segmentni indikator s 4-bitnim ulazom
(. za heksadecimalne brojeve od 0 do (F)g).

Uputa. 1 ovaj zadatak sadrzi 7 podzadataka (tj. trebate sloziti 7 sklopova), no ovaj put
sklopovi ovise o 4 ulazne varijable, §to znaci da ¢e tablica istinitosti sadrzavati 2* = 16
redaka. O

Zadatak 2.6.3 (Kolokvij iz “Uvoda u racunarstvo”, 30. 11. 2001). Napisite konjunktivnu
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1 disjunktionu normalnu formu formule f racuna sudova zadane pomocu tablice:

alblcl|f alblc|f
0(0][0|0 110(0]0
0(0[1/]0 11011
0[1]0(1 111(0]1
0j111]1 1]1(1]1

Zadatak 2.6.4. Pojednostavite koliko god je moguce formulu racuna sudova:
f=a-b+a-bt+a-b-c+a-c-b.

Rjesenje. f=a-b-c. m

Zadatak 2.6.5 (Pismeni ispit iz “Uvoda u ra¢unarstvo”, 22. 4. 2002). Napisite formulu
racuna sudova koja se sastoji od varijabli xo, x1 i x9. Formula poprima vrijednost 1 ako
je broj x = (x2x120)2 nultocka funkcije

flz) =a® —2* — 4o + 4,
a 0 inace. Obavezno pojednostavite formulu!

Zadatak 2.6.6 (Pismeni ispit iz “Uvoda u racunarstvo”, 10. 7. 2002). Formula racuna
sudova f sadrzi varijable x, y i z, te poprima vrijednost 1 ako su barem dvije od varijabli
wsitinite, a 0 inace. Napisite f tako da sadrzi samo operatore I 1 NE.

Zadatak 2.6.7 (Pismeni ispit iz “Uvoda u racunarstvo”, 18. 6. 2001). Konstruirajte
logicki sklop s tri ulaza x, y i z, te izlazom f koji treba biti 1 ako je broj (zvyz)s prost, a
0 inace. Obavezno minimizirajte sklop!

Uputa. Zadatak rjesavamo klasi¢no, kreiranjem tablice istinitosti. Konacno rjesenje je
f=7-y+x-z
O

Napomena 2.6.1 (Ceste greske). Kod opisnih zadataka w racunu sudova, potrebno je
paziti kako je uvjet zadan. Na primjer, u prethodnom zadatku treba paziti da je prost broj
(xyz)2, a ne (zyx)s.

Dodatno, postujte nazive varijabli iz zadatka. Na primjer, ako je zadatrak zadan s
varijablama xq, x1 i x9, onda i postupak i rjeSenje trebaju biti s tim varijablama (a ne,
recimo, a, b i ¢). Ako postoji potreba za izmjenom naziva varijabli, onda treba jasno
naznaciti o kakvoj je supstituciji rije¢ (npr. xo = a, x; =b i sl).

Nuje greska, ali je nepotrebno: nemojte rjesavati ono sto se u zadatku ne trazi. Ako se
ne trazi crtange sklopa, onda za crtez necete dobiti bodove, nego cete samo izqubiti vrijeme.
Ako se ne trazi pojednostavljivanje formule, ono vam nece donijeti dodatne bodove. Da-
pace, ako pogrijesite, konacni rezultat ée biti pogresan, pa cete izqubiti ponesto bodova.
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Zadatak 2.6.8 (Pismeni ispit iz “Uvoda u racunarstvo”, 11. 7. 2001). Logicki sklop s tri
ulaza x, y, z i 1zlazom f zadan je pomocu sheme:

f
o
R
z

Sastavite ekvivalentan logicki sklop koristeci samo jedna NE-vrata, jedna ILI-vrata i jedna
T-vrata.

Rjesenje. Da bismo rijesili zadatak, potrebno je prvo iz sklopa rekonstruirati izraz f, sto
radimo kao na prilozenoj slici:

y———I>Y

Sada mozemo pojednostaviti izraz, pazeéi na ispunjavanje uvjeta zadatka (tj. uz upotrebu
po jednog od operatora negacije, disjunkcije i konjunkcije):

=Ty z+zx-2=T-J+x)-2=(x+7)- 2

Treba jos samo nacrtati sklop koji odgovara tako pojednostavljenom izrazu f:
, |
y o !
V4

Zadatak 2.6.9. Konstruiragte logicki sklop s tri ulaza xo, x1 1 x9, te izlazom f koji treba
biti 1 ako je broj x = (w9w120)9 nultocka polinoma

]

p(z) = 2° — 32° — 62 + 8,
a 0 inace. Obavezno minimizirajte sklop!

Zadatak 2.6.10. Konstruirajte logicki sklop s cetiri ulaza xq, x1, To 1 T3, te izlazom f
kogi treba biti 1 ako se broj x = (x3xem120)2 moZe prikazati kao suma barem dva uzastopna
prirodna broja, a 0 inace. Obavezno minimizirajte sklop!
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Poglavlje 3

Konac¢ni automati i regularni izrazi

Pri matematickom modeliranju ra¢unala mozemo koristiti razne modele. U ovom poglavlju
osvrnut ¢emo se na konacne automate i regularne jezike, s naglaskom na regularne izraze
koji su ¢esto dostupno (i izuzetno korisno!) pomagalo u naprednijim tekst editorima.
Konaé¢ni automati su posebno korisni za modeliranje ra¢unala s vrlo malo memorije (poput
automatskih vrata, dizala, mikrovalnih peénica i sl).

3.1 Konacéni automati

Pogledajmo kako bismo opisali ponasanje klima-uredaja specijaliziranog za vinske po-
drume. Kao sto je poznato, idealna temperatura za cuvanje vina je otprilike 12.2°C.
Razmotrit ¢emo pojednostavljeni model, jer se stvarni kompleksniji modeli ne razlikuju
sustinski. Pretpostavljamo da uredaj zna hladiti i grijati, oboje s dvije raspolozive snage
(“slabo” 1 “jako”), te pokusava cijelo vrijeme odrzavati temperaturu prostorije na zeljenih
12.2°C. Pri tome ne smije prenaglo mijenjati temperaturu, sto znaci da je “jace” hladenje
ili zagrijavanje prostora pozeljno samo ako “slabije” nije dostatno (dakle, uredaj nece
“zuriti” i uvijek raditi sto jace).

Uredaj zapocinje rad u stanju “odrzavanje”, te pomocu senzora u pravilnim vremen-
skim intervalima ocitava temperaturu zraka u prostoriji, te ju usporeduje sa zadanom
vrijednoséu. Ako je ocitana temperatura niza od zeljene, uredaj ulazi u stanje “slabo
grijanje” u kojem zagrijava prostor. Ako je uredaj ve¢ bio u stanju “slabo grijanje”, a
prosla ocitana temperatura je visa od upravo ocitane (dakle, prostor se i dalje hladi, sto
znaci da “slabo grijanje” nije dostatno), stroj prelazi u stanje “jakog grijanja”. Sli¢no i za
visoke temperature i hladenje. Kad je postignuta idealna temperatura, uredaj ¢e prijeci
u stanje “odrzavanje” u kojem samo prati temperaturu.

Sli¢no bi radio i ovlaziva¢ zraka koji bi drzao vlaznost na, za vinski podrum idealnih

70%.

Prikazani uredaj je jednostavan, no pokazuje sto konacni automati rade: u memo-
riji pamte vrlo ogranicenu koli¢inu podataka (u opisanom primjeru je to jedno od pet
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ponudenih stanja), te prima nekakve ulazne podatke (u opisanom primjeru: ocitanja sen-
zora). U ovisnosti o tim podacima (i upaméenima i primljenima), uredaj mijenja stanje
ili zadrzava postojece. Uz stanja se mogu vezati neke akcije koje ¢e obaviti neki komad
hardwarea (u nasem primjeru sam klima uredaj kojim upravljamo).

U samom primjeru, uz stanje, pamtimo i proslo oc¢itanje temperature, no to moze-
mo smatrati i ulaznim podatkom (npr. senzor temperature moze pamtiti zadnju ocitanu
vrijednost, te slati nju i aktualnu vrijednost).

Konaé¢ne automate mozemo prikazati graficki, no to ¢esto ispada nepregledno (v. Sliku
3.1). U takvim prilikama su prikladniji tabli¢ni i funkcijski prikaz, no njih ovdje neé¢emo
detaljnije obradivati.

idealno

prehladno pretoplo

idealno pretoplo

:

jos
hladnije jos
toplije

jako
hladenje

idealno

Slika 3.1: Konacni automat za upravljanje klima-uredajem

Pogledajmo formalnu definiciju matematickog modela kona¢nog automata.
Definicija 3.1.1 (Konacni automat). Konacni automat je uredena petorka (Q, 3,9, qo, F'),
pri cemu je

e () konacan skup stanja,

e > konacan skup koji zovemo abeceda,

e 0: (Q x X — (@ funkcija prijelaza,

e ¢y € () pocetno stanje, te

e F' C (@ skup konacnih stanja.

Iz prikazanog primjera je jasno §to je skup stanja (“odrzavanje”, te po dva “grijanja”
i “hladenja”), kao i koje je stanje pocetno (“odrzavanje”). Abeceda se na prvi pogled
¢ini velika (skup svih moguéih o¢itanja temperature), no zapravo je dovoljno da senzori
salju podatke “idealna temperatura”, “prehladno”, “prehladno i hladnije nego maloprije”,
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“pretoplo”, te “pretoplo i toplije nego prije”. Nakon Sto smo popisali stanja i clanove
abecede, jasno je kako je definirana funkcija 6. Na primjer,

d(“hladenje”, “pretoplo”) = “hladenje”,
d(“hladenje”, “pretoplo i toplije nego prije”) = “jako hladenje”.

Konaé¢no stanje ovdje nije zadano jer zelimo da stroj radi unedogled.

3.2 Regularni izrazi

Kako smo vidjeli u prethodnom poglavlju, osnovna ideja konacnog automata je da “cita”
nekakve podatke, te mijenja stanja u kojima se nalazi. Primijetimo da je takav model
idealan za prepoznavanje nekakvih rijeci. Npr. kad bismo zeljeli prepoznati sve rijeci koje
imaju barem jedno slovo “e”, te zavrsavaju na “ca”, stroj bi pomoc¢u stanja morao pamtiti
je li procitao slovo “e”, te — ako je — koja su zadnja dva slova. Stanje u kojem bi “e” bilo
procitano, te bi zadnja dva slova bila “c” i “a”, proglasili bismo za zavrsno stanje.

Stroj bi tako ¢itao zadanu rije¢ i “preskakao” iz stanja u stanje. Kad “potrosimo” sva
slova, provjerili bismo je li stroj u zavrsnom stanju. Ako je, rije¢ je kakvu trazimo; inace
nije.

Skup A svih rije¢i koje prihvaca kona¢ni automat M zovemo jezik automata M, u
oznaci L(M) = A. Za taj jezik kazemo da ga automat M prihvaca ili prepoznaje. Kao
sto smo vidjeli, konacni automat moze prihvacati i pojedine rijeci, pa — da bismo izbjegli
zabune — za jezike obi¢no kazemo da ih “prepoznaje”.

Konacni automat moze prihvacati vise rijeci, no uvijek prepoznaje samo jedan jezik.

Definicija 3.2.1 (Regularni jezik). KaZemo da je jezik regularan ako postoji konacni
automat koji ga prepoznaje.

Izrazi kojima opisujemo regularne jezike zovu se reqularni izrazi. Da bismo mogli pre-
cizno definirati regularne izraze, potrebne su nam prvo operacije na regularnim jezicima.

Definicija 3.2.2 (Regularne operacije). Neka su A i B dva reqularna jezika. Za njih
definiramo sljedece regularne operacije:

e Unijar AUB:={z: z € Ailiz € B},
e Konkatenacija (spajanje): Ao B :={xy: x € Aiy€ B},
o Zvjezdica: A* :={x1x9... 2 k >0 i svaki x; € A}.

Primijetite da zvjezdica producira beskonacni jezik koji sadrzi i praznu rije¢! Pomocu
regularnih operacija prirodno definiramo regularne izraze.
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Definicija 3.2.3 (Regularni izraz). KaZemo da je R regularni izraz ako je R jedno od
navedenog:

e a €Y (jedan znak zadanog alfabeta),

e ¢ (prazna rijec, tj. rije¢ duljine nula),

0 (prazni jezik),

(R1 U Ry), pri cemu su Ry i Ry reqularni izrazi,

(Ry o Ry), pri ¢emu su Ry i Ry reqularni izrazi, ili
e (RY), pri éemu je Ry reqularni izraz.

Napomena 3.2.1. Razlikujte € (prazna rije¢, odnosno — u terminima jezika — jezik koji
sadrzi jednu (praznu) rijec) i ) (prazni jezik, odnosno jezik koji ne sadrzi niti jednu rijec)!

Regularni izrazi samo su dio price o konacnim automatima i regularnim izrazima.
Matematicka teorija je puno Sira, no u nastavku ¢emo se baviti samo regularnim izrazima
jer su oni direktno primjenjivi u svakodnevnom koristenju rac¢unala. Zainteresirani citatelji
mogu viSe pronac¢i u knjizi M. Sipsera, “Introduction to the theory of computation”.

lako je prikazana definicija matematicki korektna, te se koristi u znanstvenoj i strucnoj
literaturi, odabrani simboli su nespretni za upotrebu na ra¢unalu (npr. u tekst editorima
i programskim jezicima). Zbog toga koristimo prilagodene oznake (zajednicke veéini im-
plementacija regularnih izraza).

Definicija 3.2.4. Oznake koristene za zapis reqularnih izraza:
e RIS =RUS (unija izraza R 1 S),

e RS = Ro S (konkatenacija izraza R 1 S),

R)* = (R)",

(R)+ = R(R)* (izraz R ponovljen jednom ili vise puta),

(R)? = (|R) (prazna rijec ili izraz R),

(R){n} = izraz R ponovljen toéno n puta,

(R){n,m} = wzraz R ponovljen barem n, a najvise m puta,

(R){n,} = R){n}(R)* = izraz R ponovljen barem n puta,

~ = pocetak linie,

$ = kraj linije,
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e [znakovi] = tocno jedan od znakova pobrojanih unutar zagrada,

e [“znakovi] = tocno jedan znak, razlicit od svih znakova pobrojanih unutar zagrada,
e . = bilo koji znak,

e \n, n € N = n-ta grupacija (tj. ono éemu odgovara n-ta zagrada),

e \x = x ako je x neka od specijalnih oznaka (npr. \[ prihvaéa uglatu zagradu, tj.
NE predstavlja pocetak izraza [znakovil, dok \. prihvaca tocku, a ne bilo koji
znak; slicno, \\ prihvaca “naopaku kosu crtu” \),

e \s = jedan razmak, tabulator ili neki drugi znak za razmak,
e \d = jedna znamenka,

e \w = jedan alfanumericki znak (slovo ili znamenka) ili _,

e \S3, \D ¢ \W = suprotno od \s, \d i \w, respektivno,

e \b = rub rijeci, tj. mjesto izmedu \w i \W (nije znak!). U nekim verzijama se koriste
oznake \< 1 \> za pocetak, odnosno kraj rijeci.

Oznaka . jako cesto ne ukljucuje skok u novi redak, no mi cemo ukljuciti © skok u nowt
redak, jer definicija skoka u novi red takoder ovisi o dodatnim okolnostima (npr. o oper-
ativnom sustavu i programu u kojem koristimo regularni izraz).

U prethodnoj definiciji dodani su novi simboli, proizasli iz same upotrebe regularnih
izraza. Konkretno, u matematickoj teoriji racunalstva regularni izraz provjerava cijele
rije¢i. U praktiénim primjenama, on trazi neku rije¢ (opéenito govoreci, “rije¢” u kon-
tekstu regularnih izraza moze sadrzavati i razmake!), obi¢no liniju po liniju teksta. Zbog
toga, kad Zelimo osigurati da se pronadena rije¢ nalazi na pocetku ili kraju retka, koristimo
znakove ~ i $.

Oznaka \n nam sluzi kada se zelimo osigurati da se neki dio rije¢i ponavlja. Na primjer,
izraz ([ab]l)c\1 prihvaca rijeci “aca” i “beb” (ali NE i “ach”).

Izraze [znakovi] i ["znakovi] ponekad mozemo krace zapisati koristenjem raspona.
Tako [ag-m] oznacava bilo koji znak iz skupa {a, g,h,1, j,k,1,m}.

Vazno je naglasiti da kvantifikatori *, + i {-} djeluju samo na prethodni znak ili
zagradu. Dakle, izraz ab+ prihvatit ¢e rije¢i “ab”, “abbbbb” i sl. (ali NE i “abab”, kao
niti “a”). S druge strane, operator | djeluje na najsire susjedne podizraze, Sto znaci da je

L(a(bcldef)g) = {“abcg”, “adefg” },

tj. jezik koji izraz a(bc|def)g prepoznaje ima tocno dvije rijeci (“abceg” i “adefg”).
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Postoji nekoliko standarda za zapis regularnih izraza na racunalima. NajrasSireniji su
POSIX' Basic (BRE) i POSIX Extended (ERE). Najnapredniji, no manje rasireni su Perl?
Compatibile Regular Expression (PCRE). Ovdje smo opisali podskup PCRE-a (zapravo
ERE s dodacima koje podrzava vecina programa s podrskom za regularne izraze).

Neki od programa i jezika koji podrzavaju takve ili slicne regularne izraze su:

e (e)grep — program za trazenje teksta u datotekama.

Besplatna komandnolinijska verzija za Windows nalazi se na
http://gnuwin32.sourceforge.net/packages/grep.htm,
a postoje i “jace” (ali komercijalne) verzije,

e (g)vim — editor teksta.
Dostupan na http://www.vim.org/download.php,

e cmacs — editor teksta.

Dostupan na http://www.gnu.org/software/emacs/,

e PSPad — editor teksta.
Samo za Windows, na http://www.pspad.com/en/,

e Notepad++ — editor teksta sa skromnom podrskom za regularne izraze.

Postoji samo za Windows, a mozete ga “skinuti” na
http://notepad-plus.sourceforge.net/uk/download.php,

e OpenOffice.org — besplatan uredski paket.
Dostupno na http://download.openoffice.org/.

Uz pobrojane programe, opisane ili sli¢cne regularne izraze podrzavaju i neki SQL sustavi,
te jezici Perl, PHP?, Python, Ruby, JavaScript, .NET jezici itd., a postoje i dodaci koji
regularne izraze dodaju i jezicima koji ih a priori ne podrzavaju, poput Delphija (v.
http://www.regular-expressions.info/delphi.html). Regularni izrazi dostupni su i
u GNU C-u, pomocu funkcija u biblioteci regex.

Neke implementacije regularnih izraza prepoznaju neke od specijalnih znakova do-
slovno, a opisana znacenja im daju tek ako ispred dodamo \. Na primjer, u gvim-u,
oznaka + jednostavno oznacava znak “plus”, dok je kvantifikator za “jedan ili viSe izraza”
specificiran oznakom \+.

Toénu sintaksu regularnih izraza provjerite u uputama za program ili jezik u kojem
koristite regularne izraze.

IPortable Operating System Interface for uniX

2Perl je, sluzbeno, akronim od Practical Extraction and Report Language, iako je naziv “Per]l” nastao
prije. Humoristi¢na verzija L. Walla, autora Perla, kaze da “Perl” zna¢i “Pathologically Eclectic Rubbish
Lister”.

3PHP podrzava i ERE i PCRE, preko dva odvojena seta funkcija.


http://gnuwin32.sourceforge.net/packages/grep.htm
http://www.vim.org/download.php
http://www.gnu.org/software/emacs/
http://www.pspad.com/en/
http://notepad-plus.sourceforge.net/uk/download.php
http://download.openoffice.org/
http://www.regular-expressions.info/delphi.html
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Napomena 3.2.2. Na ispitu smijete koristiti bilo koji od wobicajenih standarda, no
ako koristite pravila razlicita od ovdje opisanih obavezno napisite koji standard koristite!
Takoder, standarde ne smijete mijeSati, nego se morate drzati jednog standarda!

Napomena 3.2.3. Povratne reference (\1 i sl) NISU reqularni izrazi u matematickom
smislu (tj. ne opisuju reqularne jezike), ali su zbog prakticnosti cest dio implementiranih
reqularnih izraza u raznim trazilicama.

Kvantifikatori *, + i {-} rade “pohlepno”, sto znaci da ¢e “pokupiti” najveci moguéi
dio teksta. Na primjer, izraz [qrts] .*i ¢e u tekstu “skoc¢imis” prepoznati rije¢ “skoc¢imi”.
Da je rijec bila “sko¢ims”, izraz bi prepoznao “skoci”. Ova razlika je bitna kad se regularni
izraz koristi za zamjene dijelova teksta. Opisano ponasanje moze se u PCRE (ili njihovim
dijelovima) zamijeniti tzv. “lijenim” prepoznavanjem.

“Pohlepnost” algoritma “ide” u smjeru slijeva na desno. To znaci da ¢e izraz ~ax*.

[19h]

“pokupiti” sve uzastopne znakove “a” (podziraz a*) na pocetku linije i prvi znak razlicit
od “a” (podizraz .). No, ako linija sadrzi samo n znakova “a” (i nista vise nakon tih
a-ova) za neki n > 0, onda ¢e podizrazu a* odgovarati prvih n — 1 znakova “a”, dok ¢e

posljednji znak “a” odgovarati podizrazu “.”.
Primjer 3.2.1. U tekstu je potrebno urediti “visak” razmaka. Kako to napraviti u editoru
koji podrzava regqularne izraze?

Za pocetak, potrebno je odrediti sto je to “visak razmaka”. Ouvdje éemo uzeti da su to
svi razmact na pocetu i na kraju linya, te oni kojih ima dva ili vise za redom.

Da bismo maknuli sve razmake na pocecima svih linija, trazimo
“\s+

te zadajemo editoru da pronadeno zamijeni s praznim stringom. Analogno, za razmake
na kraju redaka trazimo

\s+$

i opet zamjenjujemo s praznim stringom. Ako neka linija nema razmake na pocetku/kraju,
prikazani izrazi ju nece prepoznati, pa se zamjena za njih nece izvrsiti, bas kao sto bismo
1 ocekivali.

Ako editor podrzava povratne reference, ove dvije stvai moZemo zamijeniti jednim
trazenjem

“\s*x(.*\S) \s*x$

prilikom kojeg cemo pronadeni tekst zamijeniti s povratnom referencom \1. Pri tome,
opisani izraz nece obrisati linije koje sadrie samo razmake (zbog \S). Primijetite i da,
zbog pohlepnosti kvantifikatora, izraz ~\s* (.*)\s*$ ne bi bio dobar, jer nikad ne bi brisao
razmake na kraju linije. Ako Zelimo “pocistiti” i takve linije, trazimo



46 3. KONACNI AUTOMATI I REGULARNI IZRAZI

“\sk (. *¥\S[)\s*$

Dakle, traZimo razmake, zatim niz znakova koji zavrsava me-razmakom ili prazan niz
znakova (u zagradi), te na kraju razmake do kraja linije.

Visestruke razmake (ukljucivo i tabulatore i sl.) unutar teksta Zelimo zamijeniti s po
jednim obicnim razmakom. Dakle, trazimo dva ili vise razmaka:

\s{2,} ili \s\s+ (ako editor ne podrzava {-})

te pronadeni tekst zamjenjujemo s obicnim razmakom (). Mogli smo traZiti i samo \s+,
no to opterecuje editor s puno nepotrebnih zamjena (zamgjena jednog razmaka s tim istim
razmakom). Ipak, takva zamgjena moZe biti korisna ako Zelimo i pojedinacne tabulatore
(ili druge “nevidljive” znakove) zamijeniti razmacima.

lako razmak mozemo oznacavati kao ., opéenito je bolje koristiti \s (v. prethodni
primjer) jer ono $to u tekstu izgleda kao razmak moze biti tabulator ili nesto sli¢no.
Naravno, iznimka su formatirane datoteke kad zaista zelimo prepoznavati bas razmake,
ali ne i ostale znakove koji samo lice na razmak.

Naravno, koristenje \s kao onoga s ¢ime zamjenjujemo pronadeni tekst je besmisleno,
jer \s znaci “razmak ili tabulator ili...”, a ne jedan tocno odredeni znak.

U primjeru smo pokazali jednu praktiécnu primjenu regularnih izraza. U zadacima
¢emo se baviti samo regularnim izrazima, no ne i time ¢ime ih treba zamjenjivati, jer
zamjene ovise o konkretnim primjenama, a lagane su za napraviti, kad znamo ispravno
traziti.

Zadatak 3.2.1. U datoteci su pohranjeni opisi fotografija i filmova napravijenih digitalnim
fotoaparatom. U svakoj liniji datoteke nalazi se opis jedne slike ili filma v to tako da je

navedeno ime datoteke (bez ekstenzije), zatim “_~_" (razmak, minus i jos jedan razmak),
te opis. Neke slike i filmovi nemaju opisa.

Napisite reqularni izraz koji prepoznaje sve opisane separatore iza kojih nema opisa
(kako biste ih u nekom editoru obrisali, pa da u tim linijama ostanu samo nazivi datoteka).

Rjesenje. Osnovno prepoznavanje je lagano: \s-\s ili .-.. No, ovakav izraz prepoznat

43

¢e SVA pojavljivanja separatora “_-_", dakle i one koji iza sebe imaju opis. Trazeni
regularni izraz ima samo jedan znak viSe — onaj za oznacavanje kraja retka:

\s-\s$ ili -_$

Opcenito, prvo rjesenje je bolje, jer drugo prejudicira da nam trazimo samo razmake, a
ne i druge “nevidljive” znakove. O

Zadatak 3.2.2. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje sve linije teksta koje sadrze

1. barem jedan znak “y”,
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2. tocno jedan znak “y”.
Rjesenge.
1. Sam pronalazak linije je jednostavan: y (regularni izraz koji ée pronaéi znak “y”).

No, ovakav izraz nece prepoznati cijelu liniju nego samo pojedini znak (Sto ¢e stvoriti
nezeljene posljedice kod izmjene teksta). Umjesto toga, moramo zadati izraz koji
prepoznaje sve znakove od pocetka do kraja linije:

TLoxy L x$

[}

Ako u liniji postoji vise znakova “y” njih ¢ée pokupiti prvi podizraz .* (zbog
“pohlepnog” trazenja).

. Na osnovu prethodnog podzadatka slazemo ovo rjeSenje. Posto zelimo to¢no jedan

znak “y” (koji ve¢ imamo), moramo se osigurati da niti jedan znak koji podizrazi
.* prihvate ne bude “y”. Dakle:

“[Cylxy [Tyl *$ O

Zadatak 3.2.3. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje sve linije teksta u kojima se

neposredno iza svakog znaka “a” nalazi znak “b7 ili znak

“ 0
Cc .

Rjesenje. Posto zelimo provjeravati cijele linije, izraz moramo omediti znakovima ~ i $.
Cesto, ali POGRESNO rjesenje kod ovakvih zadataka je

~.x(al[bc] .*)*$

Problem ovdje je da tocka odgovara bilo kojem znaku, pa tako i znaku “a”. Drugim
rije¢ima, podizraz .* moze odgovarati cijeloj liniji (bilo kojoj!), pa (albc].*)* jednos-
tavno moze biti prazna rijec. Ispravno je osigurati ne samo gdje ¢e se “a” pojaviti (ispred
“b” ili “c”), nego i gdje nece:

“[Tal*x(albc] [Tal*)*$ O

Zadatak 3.2.4. Napisite reqularni izraz koji u tekstu prepoznaje

~

pozitivne binarne brojeve,

ispravno zapisane pozitivne binarne brojeve (bez vodecih nula),

ispravno zapisane binarne brojeve (bez vodeéih nula, sa ili bez negativnog predznaka),
1spravno zapisane binarne brojeve s tocno 3 znamenke,

1spravno zapisane binarne brojeve s barem 3 znamenke,
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6. ispravno zapisane binarne brojeve s barem 3 i najvise 5 znamenaka.
Rjesenge.

1. Pozitivni binarni brojevi su nizovi nula i jedinica, pri ¢emu ¢itani niz znakova mora
sadrzavati barem jedan znak (tj. prazna rijec nije broj), pa je trazeni izraz, “na prvu
loptu”,

[01]+

No, ovo nije u potpunosti tocno, jer ¢e kao pozitivni broj prepoznati i text koji sadrzi
samo nule (npr. “0”, “0000” i sl.). Nama treba da barem jedna znamenka (za sada
ne nuzno vodeca, jer jo§ ne inzistiramo na “ispravnom” zapisu) bude razli¢ita od
nule (tj. 1).

[01]*1[01]*

Primijetite da smo kvantifikator + zamijenili kvantifikatorom *. Naime, + nam je
trebao osigurati da imamo barem jednu znamenku. Ovdje smo tu znamenku izdvojili
(“1” u sredini), pa lijevo i desno od nje smiju biti i prazne rijeci.

2. Ako zelimo osigurati da nema vodec¢ih nula, prepoznata rije¢c mora zapoceti sa
znamenkom koja nije nula. Dakle, trazeni izraz slican je prethodnom, s time da
znak “1”7 mora biti na pocetku:

1[01]*

Primijetite: izraz 1[01]+ bi odgovarao pozitivnim binarnim brojevima strogo ve¢im
od 1 (pocinju sa znamenkom 1 i imaju jos barem jednu znamenku iza).

3. Da bismo prepoznali minus koji se moze pojaviti najvise jednom (ali se i ne mora
pojaviti), upotrijebit ¢emo kvantifikator 7. Dodatno, vise ne ograni¢avamo bro-
jeve na pozitivne, pa treba prepoznati i broj 0 (jedini binarni broj koji ne pocinje
znamenkom 1). Dakle, trazeni izraz je

-71[01]1*]0
Da smo kao ispravan broj zeljeli prihvatiti i —0, izraz bi glasio
-7(1[01]*]0)
4. Ovdje kvantifikator * zamjenjujemo kvantifikatorom {-}. Pri tome treba uzeti u

obzir da je jedna znamenka ona prva jedinica, pa ostatak broja treba imati dvije (a
ne tri) znamenke. Kona¢no, imamo izraz
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-71[011{2}

5. Ako kvantifikatoru {-} dodamo zarez, mijenjamo mu znacenje iz “to¢no koliko pise”
u “barem koliko pise”. Novi izraz je

-71[011{2,}

6. Ako kvantifikator {-} zamijenimo s {-,-}, mijenjamo mu znacenje iz “tocno koliko
pise” u “barem koliko je prvi parametar i najvise koliko je drugi” (opet smanjujemo
oba broja za jedan jer jednu znamenku provjeravamo prije [-1). Novi izraz je

-?1[01]1{2,4} [

U rjeSenjima prethodnog zadatka prepoznajemo binarne brojeve bez obzira na to §to se
nalazi oko njih. Tako ¢e, na primjer, u tekstu “Pero101x” podstring “101” biti prepoznat
kao binarni broj, iako je samo dio rije¢i (npr. necijeg korisnickog imena). Kako prepoznati
samo brojeve odvojene od teksta, ovisi donekle o tome $to tocno zelimo. Najceséi nacin
vidjet ¢emo kasnije, npr. u rjeSenjima Zadatka 3.2.7.

Kvantifikator {-} nije moguce koristiti u varijanti {, -}, tj. prva vrijednost uvijek mora
biti zadana. To nije problem: jednostavno, ako zelimo re¢i “najvise n ponavljanja, umjesto
nepostojeceg {,n} koristimo {0,n}.

Zadatak 3.2.5. Rijesite prethodni zadatak (svih Sest varijanti) prepoznavajuci

a) oktalne brojeve,
b) heksadecimalne brojeve i

c¢) parne dekadske brojeve.

Uputa. Parni brojevi su oni koji zavrsavaju znamenkom 0, 2, 4, 6 ili 8. Tu znamenku
izdvojite, no pripazite da ispravno prepoznate i jednoznamenkaste brojeve (jer je prva
znamenka veé izdvojena). O

Zadatak 3.2.6. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje ispravno napisane e-mail adrese.

Rjesenje. Osnovno na sto ovdje zelimo paziti je da niz znakova mora sadrzavati tocno
jedan znak “@”, te barem jednu tocku:

[fe]+e[~@.]+(\.["e.1+)+
Tocan izraz, koji uzima u obzir i koji su znakovi gdje dozvoljeni, je

[a-z0-9._%-]1+@([a-z0-9-]+\.)+[a-z]{2,4}
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no to nije potrebno znati na ispitu. Ipak, primijetite u podizrazu [a-z0-9-] zavrsni
minus: on oznacava znak “minus”, a ne raspon (jer nema znak do kojeg bi raspon trebao
ici). O

Zadatak 3.2.7. Napisite regularni izraz koji prepoznaje

1. bilo kakvu rije¢ (u klasicnom smislu, dakle niz slova omedenih razmacima),

2. nenaglasenu rije¢ (prvo slovo moze biti malo ili veliko; ostala moraju biti mala),

Prvo prikazujemo rjesenje u kojem ¢emo traziti odgovarajuéi raspored razmaka u
okolini trazenih rijeci.

Rjesenje pomocu razmaka. Bilo koje slovo prepoznajemo podizrazom [a-zA-Z]. Bilo koje
malo slovo prepoznajemo podizrazom [a-z], dok veliko slovo prepoznajemo podizrazom
[A-Z]. U svim podzadacima moramo prepoznati “visak”, tj. blizu okolinu rijec¢i. Zato
¢emo samo rije¢c dodatno grupirati u zagrade, a uz izraz treba naglasiti i koja grupa
zagrada daje samu rije¢ (jer nju zadatak trazi).

1. Rije¢ omedena razmacima:
\s([A-Za-z]+)\s

Rije¢ odgovara prvoj grupaciji (zagradi).

Ovdje treba uzeti u obzir da se rijec moze nalaziti i na pocetku ili na kraju retka u
tekstu, kad ispred ili iza nje nema razmaka. Posto zelimo i takve rijeci prepoznati,
piSemo

(" 1\s) ([A-Za-z]+) (\s|$)

Dakle, ispred rije¢i moze biti pocetak retka (ovo nije znak!) ili razmak, a nakon
rijeci moze biti razmak ili kraj retka (koji takoder nije znak).

Rije¢ odgovara drugoj grupaciji (zagradi), dok prva i treca sluze za ispravno grupi-
ranje podizraza oko operatora |.

2. Sliéno kao kod prepoznavanja brojeva, treba izdvojiti prvo slovo od ostalih:
("1\s) ([A-Za-z] [a-z]*) (\s|$)
Rije¢ koju trazimo odgovara drugoj grupaciji (zagradi).
Da bismo u potpunosti ispravno prepoznavali pocetak recenice, tekst je potrebno tretirati

kao cjelinu (a ne redak po redak). To se radi ovisno o programu/jeziku, pa ovdje neé¢emo
razmatrati. O
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Ovakvo rjesenje se NECE ponasati kako bismo zeljeli. Naime ako imamo tekst
Kupus_sadi_ciklu

onda ¢e opisani regularni izrazi prepoznati svaku drugu rijec, jer kad prepoznamo “Kupus.”,
prepoznavanje iduce rijeci kreé¢e nakon ve¢ prepoznatog niza znakova, tj. od slova “s” u
“sadi”. Zbog toga prikazani regularni izraz nece prepoznati da ispred rijeci “sadi” postoji
razmak. Da bismo izbjegli takve probleme, koristimo rub rije¢i \b (ili, u nekim izvedbama,

poput (g)vim-a, \<1i\>).
Rjesenje pomocu ruba rijeci.
1. Rijec:
\b[A-Za-z]+\Db ili \<[A-Za-z]+\>

Posto \b nije znak, onda ¢e prikazani regularni izraz prihvatiti to¢no jednu rijec¢, sto
je upravo ono sto zelimo. Zato nam ne treba grupiranje, kao niti posebna provjera
jesmo li na pocetku ili kraju retka.

2. Opet ¢emo izdvojiti prvo slovo od ostalih:
\b[A-Za-z] [a-z]*\b ili \<[A-Za-z] [a-z]*\> m

Prikazano rjesenje (pomocu ruba rijeci) ispravno ¢e prepoznati i rijeci koje nisu omedene
samo razmacima, nego i interpunkcijskim i sli¢cnim znakovima.

Napomena 3.2.4. Ako izraz prepoznaje “visak”, obavezno naglasite koja grupacija (ili
zagrada) odgovara rjeSenju zadatka. Ako takvog naglasavanja nema, smatra se da cijeli
1zraz odgovara onome Sto se u zadatku trazi.

Zadatak 3.2.8. Napisite regularni izraz koji prepoznaje rijeci koje sadrZe nehrvatska

[Pl [P

slova engleskog alfabeta (“q”, “w”, “c”, “y”).

Zadatak 3.2.9. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje sve jednostavne BTEX naredbe
oblika

\naredba{glavni parametar} il
\naredba[pomocni parametar]{glavni parametar}

pri éemu treba odvojiti naredbu © parametre (u tri odvojene grupacije). MoZete pretpostaviti
da se naredba sastoji samo od slova (barem jednog), dok parametri u sebi ne sadrze uglate,
odnosno viticaste zagrade, alt mogu biti © prazna.
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Rjesenje. Ovdje koristimo nekoliko specijalnih znakova (\, [, 1, {, }) ispred kojih treba
dodati \ kako bismo prihvacali upravo njih, bez specijalnih znacenja koja inace imaju
u regularnim izrazima. Takoder, podizraz koji prihvac¢a [pomocni parametar] treba
oznaciti kao nesto Sto se moze i ne mora pojaviti. To radimo dodatnim grupiranjem, uz
kvantifikator 7.

\\ ([a-zA-Z]1+) (\DCLTT TN 2NLCLTH )\

Naredba ¢e se nalaziti u \1, pomoé¢ni parametar (ako postoji) bit ée u \3 (ako ne postoji,
\3 ¢e biti prazan), dok ¢e se glavni parametar naéi u \4. O]

Zadatak 3.2.10. Napisite regularni izraz koji prepoznaje sve sloZenije BTEX naredbe
oblika

\naredba{gp1}{gp2}...{gpn} ili \naredba[ppl {gp1}{gp2}...{gpn}

pri cemu treba odvojiti naredbu i parametre slicno prethodnom zadatku. MoZete pret-
postaviti da postoji barem jedan glavni parametar, tj. n > 1 te da nite jedan od njih ne
sadrzi viticaste zagrade.

Pokusajte u jednu grupaciju (napisite i koju!) “uhvatiti” sve glavne parametre (gpi,
gp2,. .., gpn), zajedno s pripadnim viticastim zagradama.

Rjesenge.
\\ ([a-zA-Z]1+) A\ LCTTTOND 2\{ (" =)\ P+

Sve glavne parametre ¢emo “uloviti” dodatnim grupiranjem:

\\ ([a-zA-Z]1+) \[CLT11OND 2 (N7 HO\D +)

Glavni parametri bit ¢e pospremljeni u \4. O
Sto ¢e se nalaziti u \6 ako je tekst koji pretrazujemo
Jedna \slozena{Lal}{TeX} naredba

posto ¢e ta grupacija prepoznati i “La” i “TeX”? Sto ée se nalaziti u ostalim grupacijama

(\1,...,\5)?

Napomena 3.2.5. U prethodnim zadacima vidimo relativno zbunjujuci podizraz [~1].
Kad bi prvi znak ] zatvaro izraz, tj. kad bismo pod izraz gledali kao ["] 1] posebno, onda
bi ["1 znacilo “bilo koji znak osim nicega”, Sto je besmisleno (postiZe se tockom). Zato,
kad Zelimo prihvatiti neki znak koji ne ukljucuje zatvorenu uglatu zagradu (i, eventualno,
jos neke znakove), nju postavljamo na prvo mjesto:

[*1...]
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Slicno, ako Zelimo prihvatiti neki znak koji moZze biti zatvorena uglata zagrada (i, eventu-
alno, jos neki znak):

[(1...]
Ako Zelimo prihvatiti samo ~, pisemo
\A

~

Ako Zelimo prihvatiti =~ 1 jos neke znakove, npr. a ili b, znak ~ ne smijemo staviti na
pocetak (da ne ispadne negacija), pa pisemo

[a~b] ili [ab~] ili [a-b~]

Zadatak 3.2.11. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje sve palindrome (rijeci koje se
jednako citaju slijeva i sdesna) od toéno 5 slova.

Rjesenje. Ovdje nam trebaju povratne reference, te rubovi rijeci:
\b([A-Za-z]) ([A-Za-z]) [A-Za-z]\2\1\Db O

Zadatak 3.2.12. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje brojeve telefona u formatu
+kod1-kod2-broj

gdje kodl oznacava kod drZave, kod2 oznacava kod grada/regije, a broj je lokalni broj
telefona. Kodovi driave i grada/regije sadrie izmedu jedne i tri znamenke, dok se lokalni
broj telefona sastoji od znamenaka (barem tri) i najvise jedne crtice (koja ne smije biti na
pocetku i kraju broja).

Koédove i lokalni broj izdvojite u zasebne grupacije (i, naravno, napisite sto je u kojoj).

Kako biste prepoznali linije koje se sastoje samo od takvih brojeva (po jedan u svakoj
linigi), tj. koje sadrze takve brojeve i nista vise?

Rjesenje. Ovdje imamo znak + koji ima specijalno znacenje, pa ispred njega dodajemo \:
\b\+(\d{1,3})-(\d{1,3})-(\d{2,}-7\d+[\d+-?\d{2,})\b

Kodu drzave odgovara \1, kodu regije \2, a lokalnom broju telefona \3. Kad bismo htjeli
prepoznavati linije (kako je opisano na kraju zadatka), izraz bi bio:

“\+(\d{1,3})-(\d{1,3})-(\d{2,}-?\d+[\d+-?\d{2, 1) $
Inace, na ispitu bi se prihvatilo i rjeSenje

\b\+(\d{1,3H)-(\d{1,3H)-(\d+-7\d{2, }1\d{2, }-?\d+) \b,
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iako se ono ne bi ponasalo kako bismo ocekivali. Naime, u stringu “+123-45-678-9” taj
bi izraz prepoznao samo “+123-45-678" (zasto?). O

Zadatak 3.2.13. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje datume u formatu

1. dd.mm.yyyy.
2. dd. mjesec yyyy.

3. yyyy/mm/dd

pri cemu je dd dan, mm myjesec, a yyyy godina (prirodni brojevi s najvise dvije, odnosno
cetiri znamenke). ‘mjesec” oznacava tekstualni naziv mjeseca. Ne morate paziti koliko
koji mjesec ima dana, no izbjegnite ocito nebulozne datume (dd > 31, mm > 12, vise od
jedne rijeci u nazivu mjeseca).

Dobivene dijelove datuma (dan, mjesec i godinu) izdvojite u grupacije (i, naravno,
napisite Sto je u kojoj).

Zadatak 3.2.14. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje linije s ispravnim zapisom vre-
mena u .srt datotekama (SubRip Text, za pohranu titlova). TraZeni format je

vrijemel —-->_vrijeme2
pri cemu je svako od vremena zapisano kao
H:M:S,ms

gdje H oznacava sate, M minute, S sekunde, a ms milisekunde (nenegativni cijeli brojevi,
sa ili bez vodecih nula, s tim da su milisekudne wvijek zapisane kao troznamenkasti broj).
Pazite da minute © sekunde ogranicite na dozvoljene vrijednosti.

Rjesenje. Prepoznajmo najprije jedno vrijeme:
\d+: [0-5]17\d: [0-5]7\d,\d{3}

Sada ovaj izraz treba zapisati dva puta, te izmedu postaviti separator “_-->_". Usput,
treba pripaziti i na oznake za pocetak i kraj linije teksta:

“\d+: [0-5]7\d: [0-5]?\d,\d{3}_—->_\d+: [0-5]7?\d: [0-5]7\d,\d{3}$

Grupiranjem bismo mogli dobiti pojedine dijelove iz prvog ili drugog vremena (npr. sate
i minute). O

Napomena 3.2.6. U prethodnom zadatku sljedece rjesenje bilo bi KRIVO:

~(\d+:[0-5]7\d: [0-5]7\d,\d{3})._-->_\1%
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jer bi odgovaralo iskljucivo linijama kod kojih su oba zadana vremena potpuno jednaka.

Zadatak 3.2.15. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje ispravne linije .sub datoteka
(MicroDVD, za pohranu titlova). Svaka linija datoteke sadrZava tocno jedan titl ciji je
format

{framel}{frame2}Tekst

Parametri framel i frame2 su nenegativni cijeli brojevi, a Tekst moZe biti bilo sto. Izd-
vojite te tri cjeline u zasebne grupacije.

Zadatak 3.2.16. Napisite reqularni izraz koji prepoznagje sve linije u tekstu koje zapocingju
validnim JMBAGom (prirodni deseteroznamenkasti broj) iza kojeg se mogu (ali i ne
moraju) nalaziti podaci o vlasniku JMBAGa (ako se nalaze, odvojeni su barem jednim
razmakom). JMBAG izdvojite u jednu grupaciju, a podatke (bez pocetnih razmaka) u
drugu.

Zadatak 3.2.17. Napisite reqularni izraz koji prepoznagje sve linije u tekstu koje zapocingju
validnim JMBGom (prirodni broj koji zapocinje s datumom (format ddmmyyy: dvozna-
menkasti dan i mjesec i troznamenkasta godina), te ima ukupno 13 znamenaka) iza kojeg
se mogu (ali i ne moraju) nalaziti podaci o vlasniku JMBGa (ako se nalaze, odvojeni su
barem jednim razmakom). JMBG izdvojite u jednu grupaciju, a podatke (bez pocetnih
razmaka) u drugu.

Zadatak 3.2.18. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje rimske brojeve u originalnoj no-
taciji (dozvoljeno je samo “zbrajanje”, tj. 111, a ne 1V, je 4). Koristite oznake I (jedan),
V (pet), X (deset), L (pedeset), C (sto), D (petsto) i M (tisuéu). Pazite da ne dozvolite
prazne rijeci, te da ne prepoznate dijelove veéih rijeci (npr. DVI w “PREDVIDJETI”).

Zadatak 3.2.19. Napisite reqularni izraz koji prepoznaje recenice s najmanje 3 rijeci.

Rijeci su nizovi slova odvojent razmacima, a recenice zavrsavaju tockom, upitnikom
it usklicnikom i ne prelamaju se kroz retke.

Rjesenge.
[A-Za-z]+(\s+[A-Za-z]+) {2, }\. O
U prethodnom zadatku, varijante s
1. tocno 3 rijeci 1
2. najvise 3 rijeci
ne mozemo jednostavno prepoznati. Zasto?

Zadatak 3.2.20. Zadan je tekst
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Alan Mathison Turing (1912-1954), nositelj ordena Reda britanskog carstva i pocasni
clan Kraljevskog drustva znanosti, bio je engleski matematicar, logicar, kriptoanaliticar i
racunalni znanstvenik. Izvrsio je veliki utjecaj na razvoj racunalne znanosti i pridonio je
formalizaciji koncepta algoritma i izracunavanja s tzv. Turingovim strojem. Godine 1999.
Time Magazine nazvao je Turinga jednim od 100 najvaznijih ljudi dvadesetog stoljeca za
ulogu koju je odigrao u stvaranju modernih racunala — njegov Turingov test bio je znacajan
1 karakteristicno provokativan doprinos raspravi o umgjetnoj inteligenciji.

Tiyjekom Drugog svjetskog rata Turing je radio za britansku obavjestajnu agenciju
odgovornu za razbijanje obavjestajnih signala i osiguranje podataka britanskoj Vladi i
oruzanim snagama. Neko je vrijeme bio i Sef Odjeljka 8 koji je bio odgovoran za anal-
1ziranje njemackih mornarickih kriptograma i glavni sudionik w naporima za razbijanje
njemackih sifri. Osmislio je brojne tehnike za razbijanje njemackih sifri, ukljucujuci elek-
tromehanicks stroj koji bi mogao pronaci postavke Enigma stroja. U prosincu 1940. Turing
je rijesio pomorski Enigma sustav, koji je bio daleko sloZeniji matematicki sustav od svih
koristenih od strane ostalih sluzbi. Takoder je izumio statisticke tehnike za pomoc¢ u razbi-
janju Enigma koda. U srpnju 1942. izmislio je tehniku za koristenje protiv nove njemacke,
Lorenzove Sifre.

Koji ée sve dijelow teksta odgovarati sljedecim reqularnim izrazima, te koje ée vrijed-
nosti vratiti njihove grupacije?

~

. [A-Z]\w+

2. [a-z]\w+

3. \d{4}

4. \a{3?}

5. \d{3,}

6. ["A-Za-z ]+
7. \w+.\d

8. U\s(.+u)

9. (HCADA2,}
10. T((.)*)ing
11. ~(\D+) (\d+)

12. [aeioul{2,}
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13. \w+-$
Rjesenge.

1. “Alan”, “Mathison”, “Turing”, “Reda”, “Kraljevskog”,...

2. “lan”, “athison”, “uring”, “nositelj”, “ordena”,...

3. “19127, “1954”, “1999”, “1940” i “1942”

4. %1917, “195”, “199”, “100”, “194” i “194”

5. “19127, “19547, 1999”7, “100”, “1940” 1 “1942”

6. “(1912-1954),”, “-” (prekid rijeci na kraju prve linije), “,”,...

7. “ne 17, “od 17, “Odjeljka 8”.,...

8. “U prosincu 1940. Tu” (NE samo “U prosincu”, zbog pohlepnog principa rada algo-
ritma), “U srpnju 1942. izmislio je tehniku” (NE samo “U srpnju”, zbog pohlepnog
principa rada algoritma)

U oba slucaja, \1 ¢e biti sve osim prva dva znaka (pocetno “U” i razmak)
9. “acaja” (\1 = “a”, \2 = “a”), “ataka” (\1 = “a”, \2 = “ka”), “anagama” (\1 =

((a”’ \2 — (Cma”)’ C(auana’7 (\1 — C(a”’ \2 — Léna”)’ Léuéuju” (\1 — (Lu”’ \2 — Léju”)

Preostale rijesite samostalno za vjezbu, racunajuci da je svaka linija teksta zasebna upravo
onako kako su prelomljene. O]

Primjere rjesenja iz ovog poglavlja, kao i druge regularne izraze pisane po opisanom
standardu, mozete isprobati na sluzbenoj stranici kolegija, preciznije ovdje:
http://degiorgi.math.hr/progl/apps/regex.php.


http://degiorgi.math.hr/prog1/apps/regex.php
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Poglavlje 4

Uvod u algoritme i osnovni program

U prethodnim poglavljima vidjeli smo razlic¢ite upute kako nesto napraviti. Na primjer,
kako se u raznim brojevnim sustavima zbraja, oduzima, mnozi i dijeli, kako od tablice
istinitosti sloziti konjunktivnu i disjunktivnu normalnu formu i sl.

Opisani procesi su primjeri algoritama. Precizna definicija pojma “algoritam” je kom-
plicirana, ali opisno mozemo reci da je algoritam postupak za rjesavanje nekog problema.

Neke vazne karakteristike algoritama su:

1. Jednim algoritmom mozemo rijesiti samo toéno odredenu klasu problema. Na
primjer, algoritam za zbrajanje u bazi b treba ispravno racunati sumu dva broja
zapisana u bazi b, ali nije odredeno Sto mora raditi ako brojevi nisu dobro zapisani
(npr. neki ima znamenku veéu ili jednaku b).

To znaci da se mozete osloniti na to da ¢e ulazni podaci biti onakvi kakvi su navedeni
u zadatku. Na primjer, ako zadatak kaze da treba ucitati prirodan broj, niste
duzni provjeravati je li ucitani broj zaista veci od nule (osim ako se takva provjera
eksplicitno trazi u zadatku).

2. Algoritam uzima ulazne i vraca izlazne podatke koji predstavljaju rjesenje
problema. To znaci da programi moraju ispisati rezultat, a potprogrami ga moraju
ili ispisati ili nekako vratiti glavnom programu (obi¢no ¢e u zadatku biti precizirano
sto treba).

Ponekad ¢e u zadatku biti navedeno da treba napisati samo dio programa koji nesto
radi; tada nije potrebno ucitavati ulazne podatke i ispisivati rezultat (osim ako se u
zadatku to eksplicitno trazi).

3. Algoritam zavrsava nakon konaéno mnogo koraka, tj. ne smije se izvrsavati u
nedogled!

4. Svaki korak mora biti precizno i jednozna¢no opisan, tako da ga moze izvrsiti
i racunalo.

29
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Odakle potjece rije¢ “algoritam”? Arapi su skupljali i prevodili klasi¢na grcka djela, te
znanost iz Indije i Kine. Muammad ibn Miisa al-Khwarizmi napisao je knjigu o “indijskim
brojevima” (precizni sustav sa znamenkama 0, 1,...,9), te je u njoj opisao postupke zbra-
janja, oduzimanja, mnozenja, dijeljenja i vadenja korijena. Danas postoji sacuvan latinski
prijevod iz dvanaestog stolje¢a pod naslovom “Algoritmi de numero Indorum”; pri ¢emu
je rije¢ “Algoritmi” bila predstavljala latinizirano ime autora. Kasnije je to misinter-
pretirano kao mnozina na latinskom, pa je rije¢ “algoritam” preuzeta kao “postupak za
racunanje”.

Najpoznatije al-Khwarizmijevo djelo je “al-Kitab al-mukhtaar fi isab al-jabr wa-I-
mugabala” u kojem je opisao postupke rjesavanja jednadzbi prvog i drugog reda. Prema
tom djelu, od rijeci “al-jabr” (uspostaviti, dovrsiti) potjece rije¢ “algebra”.

U starom znacenju, “algoritmi” su samo postupci za racunanje, dok je moderno zna-
¢enje bitno Sire. Pojam algoritma centralni je pojam racunarstva, a postaje i sve vazniji
u matematici.

4.1 Tko “programira”?

Danas je uvrijezena definicija da su programeri “oni koji programiraju”, no $to to znaci?
U osnovi, “one koji programiraju” dijelimo u dvije grupe:

1. projektanti — osobe koje osmisljavaju algoritme i strukture podataka kojima se
rjeSava neki problem te

2. programeri — osobe koje pisu programski kod u odredenom programskom jeziku,
prema uputama koje daju projektanti.

Kod manjih projekata, to dvoje je cesto isto. Medutim, kod zahtjevnijih projekata,
ta razlika je jako bitna. Naime, za realizaciju velikih projekata ¢esto je potrebno mnogo
“onih koji programiraju”. Bilo bi izuzetno lose za konac¢no rjesenje kad bi svatko to radio
na svoj na¢in. Zbog toga je potreban manji tim projektanata koji ¢e osmisliti rjesenje i
dati upute programerima.

Ovdje (na racunarskim kolegijima na PMF-MO) prvenstveno obrazujemo projektante,
dakle osobe sposobne “algoritamski razmisljati”. Pri tome, nuzno je poznavanje nekog
programskog jezika (zbog provjere rjesenja i poznavanja moguénosti racunala), ali se ne
stavlja naglasak na apsolutno poznavanje sintakse odabranog jezika (u nasem slucaju C-
a), nego na poznavanje principa rada i konstrukcija jezika u onoj mjeri koja je nuzna za
zapisivanje algoritama koje ¢emo raditi.

Gornja podjela na projektante i programere je simplificirana. Veliki projekti rade
se u vise razvojnih faza, a glavnu ulogu u tom procesu imaju software inzenjeri — vrlo
slicno onome $§to ovdje zovemo projektantima. Vise o tom dijelu posla uéi se na kolegiju
“Softversko inzenjerstvo”, a rije¢ je o izuzetno dobro pla¢enim stru¢njacima. Dakle, isplati
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se uciti kolegije “Programiranje 17 i “Programiranje 2”, kao uvertiru u ono sto slijedi u
nastavku studija. ®

4.2 Osnovni program

Pod pojmom “osnovni program” u svakom programskom jeziku podrazumijevamo pro-
gram koji ispisuje neku jednostavnu poruku i zavrsava s radom. Svrha takvog programa
je demonstracija osnovne sintakse: zaglavlja, nac¢in navodenja naredbi i sl.

Najcesce se ispisuje poruka “hello, world”, pa se i takvi programi cesto zovu “hello
world” programi. Veliku arhivu takvih programa u raznim jezicima mozete vidjeti ovdje:
http://www2.latech.edu/~acm/HelloWorld.shtml

U C-u, takav program izgleda ovako:

Primjer 4.2.1 (“Hello world” program pisan u C-u).

#include <stdio .h>

int _main(void) .{
—oprintf(”hello , .world\n”);
~.return._0;

}

Lako se wvidi koja naredba ispisuje tekst, ali vidimo da je (¢ak i za ovako jednostavan
program!) potrebno napisati i neke “dodatke”.

Osnovni program u C-u sastoji se od:

1. #include <stdio.h>
Direktiva compileru da uklju¢i u program sadrzaj datoteke stdio.h. Ta datoteka
sadrzi sve $to je potrebno za ispravan ispis teksta na standardni izlaz (najéesée ekran
racunala).

2. int main(void)
Zaglavlje glavnog dijela programa. Kako ¢emo kasnije vidjeti, main() je obican
potprogram koji se od ostalih potprograma razlikuje samo po tome sto upravo njega
racunalo izvodi prilikom pokretanja programa.
Kad negdje navedemo programski kod bez funkcije main (), to znaci da prikazujemo
samo dio programa! Za uspjesno compiliranje i izvodenje takvog koda, potrebno je
dopisati elemente koji nedostaju!

3. printf("hello, world\n");
Sama naredba za ispis. Tekst koji ¢e se ispisati navodimo izmedu dvostrukih navod-
nika. Cesto se dodaju i druge vrijednosti, §to ¢emo takoder vidjeti malo kasnije.
Specijalni znak \n (engl. backslash n) oznacava skok u novi red.


http://www2.latech.edu/~acm/HelloWorld.shtml
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4. return O;
Povratna vrijednost funkcije; kod funkcije main () oznacava vrijednost koju program
vraca operacijskom sustavu. Ako je program ispravno obavio posao, potrebno je
vratiti nulu; inace se navodi neka druga (cjelobrojna) vrijednost.

5. {}
Viticaste zagrade sluze za grupiranje pojedinih cjelina programa. Ovdje je to upotri-
jebljeno za grupiranje dvije naredbe u funkciju main().

U C-u se ne navode brojevi linija (kao, na primjer, u BASICu). Ovdje te brojeve
navodimo samo za lakSe snalazenje u kodu.

Program iz primjera 4.2.1 je ispravno napisani program u jeziku C koji ¢e ispisati
zeljenu poruku. Vecéina danasnjih C compilera ¢e prihvatiti i jednostavnije verzije, poput

main () -
ceprintf(”hello , _world\n” );

}

Ipak, mi ¢emo pisati korektne programe, jer prilikom “skracivanja” kompliciranijih pro-
grama moze doc¢i do problema: neobi¢na ponasanja programa ili nemoguc¢nost prevodenja
na nekom racunalu ili compileru.

4.3 Ispis

U prethodnom poglavlju vidjeli smo osnovni program koji prilikom svakog izvrSavanja
ispisuje isti tekst. Nakon izvrSsavanja naredbe printf (), kursor ostaje tocno tamo gdje je
ispis stao. Iduéi poziv naredbe printf () ¢e nastaviti pisati upravo na tom mjestu. Zbog
toga, isti ispis kao u primjeru 4.2.1 daje i sljedec¢i program:

#include _<stdio .h>

int _main(void) -{
oprintf(” hell’7 );
ceprintf(”o,”);
ceprintf(” uworld );
coprintf(”\n”);
~.return._O0;

}

Bilo kakvo drugacije cjepkanje niza znakova “hello, world” bi polucilo isti rezultat.
Primijetimo da je potrebno ispisati sve znakove (tj. compiler nece nista sam dodati).
Zbog toga smo trec¢i printf () zapoceli razmakom jer je to prvi znak koji zelimo ispisati
iza zareza (njega ispisuje drugi printf ()).

Ispisati mozemo i brojcane vrijednosti, jednostavnim uvrstavanjem u niz znakova:
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—.printf(”Progl_cu.poloziti.s.ocjenom._4_ili_.5.\n");

Ponekad Zelimo neke vrijednosti navesti odvojeno. Tada u nizu znakova koji ispisujemo
treba navesti gdje ¢e se dodatne vrijednosti pojaviti, te kojeg su one tipa (cijeli broj,
realni broj, znak, niz znakova,...).

Primjer 4.3.1 (Ispis dodatnih vrijednosti).

ceprintf (”Ovdje_cemo_ispisati Y%s.vrijednosti:.”,
oo razlicite” );

—oprintf(

oo cijelicbroj %d, crealniobroj %g.i.znak %c.\n”,
o1,

1719, 2°Q

)

Ova naredba ispisuje sljedeci tekst:

Ovdje cemo ispisati razlicite vrijednosti: cijeli broj 17,
realni broj 17.19 i znak Q.

Tekst ée biti ispisan u jednoj liniji (izmedu zareza i rijeci “realni” nalazit ée se razmak).
Ovdje je razlomljen samo zato da bi stao na stranicu.

Nakon izvrsavanja naredbi printf (), kursor ée biti na pocetku sljedeéeg retka (zbog
znaka \n na kraju).

Podizrazi koji se navode u naredbi printf (), a pocinju znakom 7% zovu se formati
za ispis. Njih ¢emo koristiti u svim primjerima i zadacima. Znacenje samih formata je
detaljno objasnjeno na predavanjima.

Primijetimo da naredbe smijemo “lomiti” izmedu parametara (npr. novi redak izmedu
171 17.19). To je pozeljno raditi da bi programi bili pregledniji, no ne treba pretjerivati.

Cemu sluze formati? O¢ito, program koji ispisuje uvijek istu poruku nije naro¢ito ko-
ristan. Potrebno je omoguciti u¢itavanje vrijednosti, racunanje, snimanje i mnoge druge
operacije da bi program mogao rjesavati odredene probleme. U tu svrhu koristimo vari-
jable, ¢ije vrijednosti ¢emo onda ispisivati upravo pomocu formata u naredbi printf ().
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Poglavlje 5

Varijable

U ovom poglavlju bavimo se spremanjem podataka u memoriju, bez ¢ega bi svaki program
radio uvijek isto, bez moguénosti da mu zadajemo podatke. Prvo ¢emo prikazati s kakvim
sve podacima mozemo baratati, a zatim i na koji na¢in to radimo.

5.1 Uvod

Varijable su simbolicka imena za memorijske lokacije u koje pohranjujemo vrijednosti.
Svaka varijabla ima tip koji treba navesti prije upotrebe varijable. Osnovni tipovi su:

e brojevi (cijeli, realni,...)
e znakovi

e pokazivaci (sadrze adrese drugih varijabli)

Neki jezici imaju i logicki tip (varijable koje mogu imati samo dvije vrijednosti: istina
i laz), no u C-u tog tipa nema. Umjesto logickog tipa koristi se cjelobrojni, gdje 0
predstavlja laz, a sve ostale vrijednosti predstavljaju istinu (obi¢no koristimo vrijednost

1).

Napomena 5.1.1. Nacin ucitavanja varijabli ovisi o tipu varijable! Varijable nekog od
osnovnih tipova mozemo ucitati direktno (pomocu naredbe scanf () ili neke slicne), dok
za sloZene tipove treba posebno sloZiti dio programa za ucitavanje.

Naredba scanf () prihvaca formate slicne onima koje prima naredba printf(). T%
formati se moraju slagati s tipom varijable koju ucitavamo.

Napomena 5.1.2. Funkcije v C-u ne mogu mijenjati vrijednosti varijabli koje
navedemo kao ulazne parametre (pri pozivu funkcije)! Zbog toga funkciji scanf ()
zadajemo adrese varijabli u koje spremamo ucitane vrijednosti. Adresu varijable dobijamo
operatorom &.
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Dakle, ako imamo varijablu x, onda njenu adresu mozemo dobiti izrazom &x.

Zadatak 5.1.1. Napisite program koji ucitava tri cijela broja 1 ispisuje njthovu sumu.

Rjesenge.
#include <stdio .h>

int _main(void) .{

eeintoa, b, c)oono e o ann o /% .Deklaracija.varijabli.x/
__scanf(”%d” ,H&a); ________ /¥ - Ucitavanje -jedne - var . . %/
uuscanf(”%du%d” ,u&b,u&c);u/* - Ucitavanje .dvije.var .. x*/
ceprintf ("%d 4+ %d +-9%d =%d\n” ,_a,_b,_c,_.a.+.b.+.c);

o.return_Q0;

}

U naredbama scanf () (linije 5 i 6), kao i u naredbi printf (), prvo navodimo formate
vrijednosti koje ucitavamo. Pri tome, %d oznacava cijeli broj. Nakon formata (navedenih
unutar dvostrukih navodnika) popisujemo adrese varijabli koje ucitavamo.

U liniji 7 vidimo klasi¢an ispis tri varijable i jednog izraza. O]

Napomena 5.1.3 (Komentari). Tekst naveden izmedu /* i */ je komentar, Sto znaci

da ga compiler ignorira. Koristimo ga kao zabiljeske za lakse snalaZenje u programskom
kodu.

Na slican nac¢in u¢itavamo znakove (tip char), ali upotrebom formata %c. Bitna razlika
je u tome sto prilikom uéitavanja vise brojeva, pripadne formate odvajamo razmakom (v.
liniju 6 u rjesenju prethodnog zadatka), dok kod znakova taj razmak izostavljamo. Razlozi
takvog navodenja formata objasnjeni su na predavanjima.

Zadatak 5.1.2. Napisite program koji ucitava tri znaka, te th ispisuje obrnutim redosli-
jedom.

Ucitavanje niza znakova je slozenije i to ¢emo kasnije obraditi. Ako zelimo ispisati niz
znakova, to radimo pomocu formata %s. Sam niz znakova navodimo pomoc¢u dvostrukih
navodnika (v. primjer 4.3.1). Na primjer, dio koda

printf ("Danas %sje lijep dan.\n", "ni");
¢e ispisati
Danas nije lijep dan.

Za realne brojeve koristimo tipove float (format %f) i double (format %1g). Potonji
omogucuje veci raspron vrijednosti.
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Zadatak 5.1.3. Napisite program koji ucitava tri realna broja (jedan tipa float i dva

tipa double), te ispisuje njihov produkt.

Rjesenge.

#include <stdio .h>

int _main(void) .{

_..float _a;

—..double_b, .c;

—oscanf ("%f” | &a);

—.scanf ("%lg K%lg” , &b, &c);

ceprintf ("%gox Jgox Tog=Tg\n” ,.a,_b,_c,_.a.x.box_c);
~.return._O0;

}

Prilikom ispisa varijabli tipa double ne treba navoditi 1 u formatu.

5.2 JosS o formatima

Pomoéu formata mozemo dodatno definirati izgled ispisanog teksta.

Primjer 5.2.1.
#include <stdio .h>

int _main._(void) _{
coint o

o /% - ucitavanje -var .. tipa_-int _u_dekadskom - zapisu - x/

—oscanf ("%d” | &i );

/% o ispisujemo o varijablu oi.uorazlicitim . formatima : .o %/

o /* o———odekadskom o ———>.%d .o ili o%iox/

_.printf(”dekadski_zapis: %d\n” ,_i);

o /* o———_oktalnom - ———>_%o0 . x/

_oprintf(”oktalni_zapis: %o\n” ,_i);

o /*x o———_hexadecimalnom -s. velikim _.slovima o ———>_%X_. *x/

_.printf(”hexadec.._zapis.s._velikim._slovima: %X\n” ,_1);

/% o——— . hexadecimalnom o.s.malim . slovima o ———>_.%x.x/

—.printf(”hexadec.._zapis_s_.malim_slovima: %x\n" ,_i);
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wo/* o———_min . _.10._.mjesta ,_.desno . poravnavanje _-—>_.%10d. %/

ceprintf(”10_.mjesta_desno_poravnavanato: _%10d\n” ,_i);

wo /% o———_min . _.7_-mjesta ,.lijevo .poravnavanje -—>_%—7d.-=x*/

.printf(”7_.mjesta_s_lijevo._poravnavnato: _%—7d\n” ,_.1i);

/%o ucitavanje -u.oktalnom . ili .hex —formatu :.*/
~oprintf(”unesite_cijeli _broj_u_.hex—formatu.”);
ceprintf(” (mala_slova):.”);

coscanf ("%x”, &) ;
_.printf(”dekadska._.vrijednost.od %x_.je %d\n” ,_.i,.i);

oo/*x cucitamo o li oint .osa.%i.format.sec.automatski . x/
n /K o DT @D O ZN A& JE o m e e e e e e e e e e e e e e e e e e - * /
o /% 20123 .—>_oktalni . zapis ;-0x123_—>_hex —zapis -x/

~oscanf ("%i” , &i);
ceprintf(”dec: %d;_oct: Y%o; hex: Jx” ,.i,.0,.1);

w.return._0;

}

Formati %o, %x 1 %X rade samo s nenegativnim cijelim brojevima!
Formati kod ispisa realnih brojeva:

e /f — obicni decimalni zapis, npr. 3.14159
e e — e-notacija, npr. -3.14e-3; koristi slovo e

e J.E — e-notacija, npr. -3.14E-3; koristi slovo E

e g — automatski se prepoznaje o kojem se tipu zapisa radi; ako je potrebna e-

notacija, koristi se slovo e

e /G — automatski se prepoznaje o kojem se tipu zapisa radi; ako je potrebna e-

notacija, koristi se slovo E
Napomena 5.2.1. Znak “%” ispisujermo navodenjem formata %%.

Primjer 5.2.2.

#include <stdio .h>

int _main._(void) .{
..double_dbl ;
._float _flt ;

coscanf ("%t &flt );
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ceprintf ("% —> %f\n” , . flt );
—oprintf ("%%e .—>_%e\n” ,_flt );
oprintf ("%%g —> Jg\n” ,_flt );

/% oda-bi_ ucitali - double _NUZNO _ je - koristiti - prefix .1

—-/*x . za . ispis -ne.treba . x/

—.scanf ("%lg” , &dbl);

e /% o %.5 fu——>_.zaokruzeno -.na.5.decimalnih . mjesta .x/

—.printf(”zaokruzeno.na.5_.dec._mjesta: _.%.5f\n" ,_.dbl);

o /* o %.0f_——>_.zaokruzeno -na.-.0_.dec .. mjesta . x/

D /D mr oo e0 oo oo decimalna . tocka .se_ne. ispisuje.x*/

—.printf(”zaokruzeno.na_0_dec._mjesta:_%.0f\n"” ,_dbl);

e /% 2 %10.3 f_o——>_zaokruzeno _-na.3_dec._mjesta , . trosi -x*/

T R O S ukupno_-najmanje - 10 . znakova - */
—.printf(”zaokruzeno.na_3_dec._mjesta ,_ukupno._bar.”);
—.printf(”10_znakova:.\"%10.3f\’\n” ,_dbl);

wo/* oNa_ isti_-nacin._.zaokruzujemo —-i.-s_-%e-i_-%g-=x/
coprintf(”2_dec._mjesta , _ukupno_bar._12_znakova,.”);
—.printf(”poravnato_lijevo:.\"%—12.2e¢\’\n” ,.dbl);

~.return._0;

}

Pokazivaci (engl. pointeri) sadrze, kako smo naveli, memorijske adrese. Racunalo sve,
pa tako i adrese, pamti kao brojeve. Zbog toga pokazivace mozemo ispisati kao prirodne
brojeve (unsigned int):

int.x.=_17;

printf ("x.=9d, &x.=J%u\n" , _x, &x);

Napomena 5.2.2. U nastavku é¢emo uglavnom navoditi samo tijela ilv dijelove programa,
bez zaglavlja. Naravno, inace programe treba pisati cijele, osim ako je u zadatku
naglaseno da se piSe samo dio programa! Da biste na racunalu testirali dijelove
programa, potrebno je dopisati one dijelove koji nedostaju (u pravilu zaglavlja, deklaracije
i ucitavanja varijabli, ispisi,. .. ).

Takoder, vise necemo posebno oznacavati razmake u programima.
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Poglavlje 6

Osnovne racunske operacije

Vrijednosti nije dovoljno pohraniti. O¢ito, potrebno nam je i nekakvo mijenjanje tih
vrijednosti koje se obi¢no svodi na rac¢unanje i pohranjivanje novih vrijednosti u nove ili
ve¢ koristene varijable.

6.1 Uvod

Cijele brojeve mozemo zbrajati (operator +), oduzimati (operator -), mnoziti (operator
*) 1 dijeliti (operatori / i %). Operatori +, = i * se ponasaju identi¢no kao u matematici
(s tim da treba paziti da rezultat nije prevelik, tj. da ga spremamo u varijablu s dovoljno
memorije).

Operator dijeljenja, /, vra¢a cjelobrojni rezultat dijeljenja dva cijela broja, dok op-
erator ostatka, %, vraca ostatak pri dijeljenju dva cijela broja.

Ukoliko je jedan od operanada realan broj, operacije se vrse realno (a ne cjelobrojno).

Primjer 6.1.1.

int a = 17, b = 7;

double ¢ = 17.0, d = 7.0;

printf (”a+b=%d, a—-b=0d, axb=%d, a/b=Nd, a%Jb=%d\n” ,
atb, a—b, axb, a/b, a%b);

printf(”at+d=%g, a—d=%g, axd=%g, a/d=%g” ,
at+d, a—d, axd, a/d);

printf (7 c+d&=%g, c—d=%g, cxd&=hg, c/d&=%g” ,
ctd, c—d, cxd, c/d);

Ispis ovog dijela programa bit ée
a+b=24, a-b=10, axb=119, a/b=2, al%b=3

a+d=24, a-d=10, a*d=119, a/d=2.42857
c+d=24, c-d=10, c*d=119, c/d=2.42857
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Primijetite razliku u rezultatima cjelobrojnog (prva linija ispisa) i realnog dijeljenja (druga
i treca linija ispisa).

Napomena 6.1.1 (Cesta greska). Razlikujte znakove “/”, “|” i “\”! Znak “/” oznacava
dijeljenje koje ne smaigete pisati “a \ b”, dok znak “\7 sluzi za specijalne znakove, tj.
skok u novi red ne smajete pisati “/n”! Znak “|” oznacava operator bitwise-OR i ne
moZe biti zamjena niti za jedan od preostala dva znaka.

6.2 Pridruzivanje

Varijabli pridruzujemo vrijednost tako da iza nje stavimo znak =i desno od njega navedemo
vrijednost koju pridruzujemo. Na primjer, izraz

x = 17;

¢e varijabli x pridruziti vrijednost 17. Na slican nacin varijabli mozemo pridruziti i rezultat
nekog izraza. Na primjer, izraz

X = a + b;

¢e varijabli x pridruziti rezultat zbrajanja varijabli a i b.

Svi izrazi u C-u vrac¢aju neku vrijednost, pa tako i izraz x = A. Rezultat koji taj izraz
vraca je upravo vrijednost izraza A. Zbog toga smijemo napisati i

y = (x =17);

Sto ¢e varijablama x i y pridruziti vrijednost 17. Dapace, ovakvo pridruzivanje mozemo
navesti i bez zagrada (iz razloga objasnjenih na predavanjima). Na primjer, izraz

y=x=a+b;

¢e varijablama x i y pridruziti rezultat zbrajanja vrijednosti koje se nalaze u varijablama
aib.

Vrijednost koju ¢emo pridruziti nekoj varijabli smijemo racunati pomocu te iste vari-
jable. Na primjer:

p=p*2

Prilikom pridruzivanja izraza varijabli, racunalo prvo racuna vrijednost desne strane, te
tu vrijednost pridruzuje varijabli s lijeve strane znaka jednakosti. Dakle, ovaj izraz ce
udvostruciti vrijednost varijable p.

Navedeni izraz smo mogli i krac¢e zapisati:



10

11

12

13

14

6.2. PRIDRUZIVANJE 73

p *= 2.
Na taj nac¢in mozemo skratiti i ostale izraze oblika
a =a op b,

dje je “op” neki operator. Dakle, sljededi izrazi su ekvivalentni:
gadje ] J

x=x+d x +=d
x=x-d x —=d
x=x*d x *=d
x=x/4d x /=d
x=x%d x %= d

Isti nacin skra¢ivanja moze se primijeniti i na operatore koje ¢emo tek obraditi (logicke,
bitovne,...).

Postoje jos i sljedec¢e posebne pokrate:

xX++ 1 ++x za inkrement, te
x-- 1 --x za dekrement.

Pri tome x++ i ++x povecavaju vrijednost varijable x za jedan, a razlikuju se u povratnoj
vrijednosti izraza. Naime, x++ vraca staru vrijednost varijable x (tj. onu vrijednost koju
je varijabla imala prije inkrementa), dok ++x vra¢a novu vrijednost varijable x (tj. onu
vrijednost koju je poprimila inkrementom).

Na slican nacin, izraz x-- smanjuje vrijednost od x za jedan i vraca staru vrijednost,
dok --x smanjuje vrijednost od x za jedan, ali vra¢a novu vrijednost.
Primjer 6.2.1. Pogledajmo dio programa:
int i = 17, d = 17;

printf(”"i =%, 7, i);
printf (7 (i++) = %d, 7, i++);
printf(”7i = %d\n”, i);
printf(”"i =%, 7, i);
printf(*(++i) = %d, 7, ++i);
printf (71 = %d\n”, i);
printf(’d =%, 7, d);
printf(” (d—) = %d 7, d——)
printf(”d = %d\n”, d);
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printf(’d =%, 7, d);
printf(”(——d) = %, 7, —d);
printf(”d = %d\n”, d);

Ispis ovog dijela programa ce biti:

i=17, (i++) =17, i = 18
i=18, (++i) =19, i = 19
d =17, (d--) = 17, d = 16
d =16, (--d) = 15, d = 15

Kao sto vidimo, izraz i++ je povecao vrijednost varijable i sa 17 na 18, ali je vrijednost
izraza jednaka 17 (dakle, vrijednost koju je varijabla i imala prije inkrementa). S druge
strane, izraz ++1i je takoder povecao vrijednost varijable i (ovaj put s 18 na 19), ali je
njegova povratna vrijednost jednaka novoj vrijednosti varijable i (dakle, 19).

Analogno vrijedi i za operator —-.

Napomena 6.2.1. Na sljedeéi nacin mozete jednostavno zapamtiti “koji je koji” (na
primgjeru operatora za inkrement): ++x ima operator prije varijable, pa se zato prvo
poveca vrijednost varijable, a zatim vrati. S druge strane, izraz x++ ima operator nakon
varijable, pa se zato prvo vrati vrijednost varijable, pa tek onda poveca.

Tehnicki, ovo nije ispravno, jer se vrijednost izraza vraca uvijek nakon sto je sve ostalo
racunanje gotovo, no dobro je kao sugestija prilikom pamdéenja operatora.
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Poglavlje 7

Grananje

Cesto zelimo da se, ovisno o vrijednostima varijabli, izvrse razlicite naredbe. U tu svrhu
koristimo obi¢no grananje (if), uvjetni operator (7:) ili visestruko grananje (koje ¢emo
obraditi u poglavlju 9).

7.1 Obic¢no grananje

Zadatak 7.1.1. Napisite dio programa koji ucitava cijeli broj i ispisuje poruku je li taj
broj negativan.

Rjesenge.
int x;
scanf ("%d” , &x);
if (x < 0)
printf(”Broj %d je negativan.\n”, x);
else

printf(”Broj %d nije negativan.\n”, x);

Grananje ima nekoliko komponenti:
1. Klju¢na rije¢ if i uvjet koji provjeravamo.
2. Programski kod koji se izvodi ako je uvjet istinit.

3. Kljucéna rije¢ else i programski kod koji se izvrsava ako uvjet nije istinit. Ovaj dio
nije nuzno navesti ako u slucaju neispunjenja uvjeta ne treba nista izvrsiti.

Napomena 7.1.1. Ako se u nekom slucaju (npr. kad je uvjet ispungjen) treba izvrsiti vise
naredbi, onda ih grupiramo pomocu viticastih zagrada!
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Zadatak 7.1.2. Napisite dio programa koji ucitava cijeli broj i ispisuje poruku je li taj
broj paran.

Uputa. Upotrijebite operator %. O

Uvjete mozemo kombinirati kao i u logici sudova.

Zadatak 7.1.3. Napisite dio programa koji ucitava cjelobrojne varyable a, b @ c, te
ispisuje je li a veéi od b 1 c.
Rjesenge.
int a, b, c;
scanf ("% %d %d” , &a, &b, &c);
if (a>b&& a > c)
printf(”Broj %d je veci od %d i %d.\n”, a, b, c);
else

printf(”Broj %d nije veci od %d i %d.\n”, a, b, c);
]

Operator && oznacava “logicko I”, operator || oznacava “logicko ILI”, dok operator !
oznacava logicku negaciju. Dakle izraz

(@a>b)i(c#dilie=d)
C-ovski zapisujemo kao

(a>Db) & (1(c > d) || e == 4d).

Napomena 7.1.2 (Cesta greska). Operator za provjeru jednakosti dva broja je == (dvostruko

“jednako”). Treba paziti da ga se ne zamijeni s = (jednostruko “jednako”), sto je uvijek
pridruzivangje!

Napomena 7.1.3. U C-u ne postoje znakovi < 1 >. Umgesto njih, koristimo <= i >=

respektivno (NE =< i =>/).

Operator za provjeru “razlicitosti” je != (“usklicnik” i “jednako”, bez razmaka izmedu).
Dakle, uvjet x !'= y znaci  # y.

Napomena 7.1.4 (Cesta greska). Operatori && i || povezuju logi¢ke izraze. Drugim
rijecima, 12raz
a>bc

ne smijemo' zapisati kao

U stvari, smijemo napisati i a > b & c i a > b, c, ali ée rezultat u oba sluéaja biti pogresan
(evaluirat ¢e se drugacije od oc¢ekivanog). Pokusajte otkriti kako C interpretira takve izraze.
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a>bé&& ciia>b, c.
Ispravan nacin za zapisati zadani izraz je

a>b && a > c.

Zadatak 7.1.4. Napisite dio programa koji ucitava cjelobrojne varijable a, b i ¢ koje
imaju vrijednosti 0 ili 1 (potrebno je provjeriti da je dobro upisano i, ako nije, prijaviti
gresku). Potom, program treba reci je li izraz

abe + abe 4+ abé + abc
istinit ili laZan.

Uputa. Pojednostavite izraz, “pretvorite” ga u C-ovski zapis i upotrijebite if. O

7.2 Uvjetni operator

U C-u postoji posebni operator 7: koji sluzi za jednostavnije ubacivanje uvjeta u izraze.
Osnovni poziv operatora izgleda ovako:

x = (UV] ? A : B);

Pri tome, varijabla x poprima vrijednost izraza A ako je uvjet UVJ zadovoljen, odnosno
vrijednost izraza B ako uvjet UVJ nije zadovoljen. Zapisano pomocu if, taj izraz izgleda
ovako:

if (UVJ) x = A; else x = B;.

Primjer 7.2.1. Ucitavamo cijeli broj x 1 ispisujemo prvi parni broj strogo veéi od njega.
Pri tome koristimo c¢injenicu da je iduci parni broj x+1 ako je x neparan, odnosno x+2
ako je x paran.

scanf ("%d” , &x);
printf(”Prvi parni broj stro\—go veci od %d je %d.”,
x, x%2=17x4+1:x+ 2));

Napomena 7.2.1. Podsjetimo se: ako broj promatramo kao logicki izraz, onda 0 oznacava
laz, a sve ostalo istinu. Zbog toga, gornji dio koda smo mogli zapisati i bez ‘== 17:

scanf ("%d” , &x);
printf(”Prvi parni broj stro\—go veci od %d je %d.”,
x, (x%2?7x+1: x4+ 2));
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Poglavlje 8

Petlje

Gotovo svaki program neke dijelove koda izvodi vise puta, u pravilu svaki put s drugim
vrijednostima nekih varijabli. U tu svrhu koristimo razne petlje. U C-u postoje while(),
for() ido...while(), a izbor one “prave” ovisi o tome Sto se tocno trazi, kao i o ukusu
programera. Same petlje su ekvivalentne i svaka moze manje ili viSe jednostavno zamijeniti
ostale dvije.

Nakon pregleda petlji u C-u, objasnit ¢emo $to je to slozenost algoritama i kako
usporedujemo razlic¢ite algoritme koji rjeSavaju isti problem.

8.1 while()-petlja

Zadatak 8.1.1. Napisite dio programa koji ucitava prirodni broj x i ispisuje sve potencije
broja 2 strogo manje od x.

Rjesenge.
unsigned long int x, p = 1;
printf(” Unesite x: 7);
scanf ("%lu” , &x);
while (p < x) {

printf (”%u\n”, p);

p *= 2

}

U prethodnom rjesenju imamo nekoliko novosti:

e U deklaraciji (linija 1) deklariramo varijable x i p, te za njihov tip navodimo
unsigned long int.
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Kad brojevnom tipu dodamo atribut unsigned, compileru dajemo do znanja da
¢emo u tu varijablu pohranjivati isklju¢ivo nenegativne vrijednosti (engl. unsigned
znaci “bez predznaka”). Zbog toga Sto ne trebamo pamtiti negativne brojeve, um-
jesto njih mozemo pamtiti duplo vise pozitivnih brojeva. Varijable s atributom
unsigned se u racunalu pamte kao obi¢ni binarni brojevi, jer nema potrebe za dvo-
jnim komplementima.

Atribut long znaci da ¢e varijabla zauzeti dvostruko vise memorije. Posljedica je
opet moguc¢nost memoriranja vise vrijednosti. Kako ovdje radimo s potencijama,
vrijednosti ¢e brzo rasti, pa je dobro imati varijable koje mogu pamtiti Sto vise
vrijednosti.

e Takoder u deklaraciji, imamo izraz p = 1. Naime, mozemo zadati vrijednost var-
ijable odmah prilikom deklaracije. Tako smo ovdje deklarirali varijablu x kojoj
nismo zadali nikakvu vrijednost (pa ¢e ona biti neka slucajna) i varijablu p kojoj
dajemo vrijednost 1.

e U liniji 4 ucitavamo cjelobrojnu vrijednost u varijablu x. Format %u najavljuje
ucitavanje varijable tipa unsigned int, dok slovo 1 dodajemo prilikom ucitavanja
bilo koje varijable tipa long.

Primijetite da smo slovo 1 dodali i prilikom ucitavanja varijable dbl u primjeru
5.2.2. To je zato jer je double zapravo long float.

e U liniji 5 vidimo zaglavlje while petlje: kljuéna rije¢ while i uvjet (naveden u oblim
zagradama) do kada se petlja izvrsava.

Nakon svakog izvrsavanja tijela petlje, provjerava se uvjet. Ako je on istinit, tijelo petlje
se ponovno izvrSava; ako nije, izvrSavanje programa se nastavlja nakon petlje.

U praksi, prirodne brojeve mozemo spremati i u “obican” int (dakle, ne nuzno u
unsigned int). Mi ¢emo uglavnom koristiti int, neovisno o tome radi li se s prirodnim
ili s cijelim brojevima, jer udvostrucenje raspona nije narocito veliko, a moze prouzrociti
probleme (kako ¢emo vidjeti u jednom od zadataka).

Napomena 8.1.1. Uvjet petlje se ne provjerava u toku izvodenja tijela petlje!

Zadatak 8.1.2. Napisite dio programa koji ucitava prirodni broj x, te ispisuje je li on
prost ili nije.

Rjesenge.
int x, p = 2, prost = 1;

printf(” Unesite x: 7);
scanf ("%d” , &x);
if (x < 2) prost = 0;
while (prost & p < x) {
if (x % p=0) prost = 0;
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P

}
if (prost) printf(”Broj je prost.\n”); else
printf(”Broj nije prost.\n”);

8.2 for()-petlja

Zadatak 8.2.1. Napisite dio programa koji ucitava prirodni broj n, te ispisuje koliko je
k! za sve prirodne k manje ili jednake n.

Rjesenge.
int k, n, fakt = 1;
printf(” Unesite n: ”); scanf(”%d”, &n);
for (k = 1; k <= n; k++) {
fakt *x= k;
printf ("%d! = %d\n”, k, fakt);
}
O]
Navedeni programski isjecak je ekvivalentan sljede¢em kodu:
int k, n, fakt = 1;
printf(” Unesite n: 7 ); scanf(”%d”, &n);
k = 1;
while (k <= n) {
fakt #= k;
printf ("%d! = %d\n”, k, fakt);
k++;
¥

Prikazana konverzija for () u while() se uvijek moze provesti.

Kod for () petlje imamo tri polja:
for (INICIJALIZACIJA; UVJET; INKREMENT).

Nije nuzno navesti sva polja. Na primjer, prethodni zadatak smo mogli rijesiti i ispustanjem
(tj. premjestanjem) inicijalizacije i inkrementa:

int k, n, fakt = 1;
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printf(” Unesite n: 7); scanf("%d”, &n);

k = 1;

for ( ; k<=n ; ) {
fakt *x= k;
printf ("%d! = %d\n”, k, fakt);
k++;

}

Primijetite da separatori izmedu polja (;) moraju ostati!

8.3 do...while()-petlja

Ponekad zelimo da se dio programa izvrsi nekoliko puta, ali bezuvjetno barem jednom.
Kod while() i for(), uvjet se provjerava prije prvog izvrsavanja tijela petlje. Da bismo
tu (prvu) provjeru izbjegli, koristimo do. . .while petlju.

Zadatak 8.3.1. Napisite dio programa koji ucitava prirodne brojeve i ispisuje njihovu
sumu. Ucitavangje treba prekinuti kad korisnik upise vrijednost 0.

Rjesenge.

int sum = 0, x;

do {
printf(” Unesite broj: ”);
scanf ("%d” , &x);

sum += X,

} while (x != 0);

printf(”Suma ucitanih brojeva je %d.\n”, sum);

Ovaj kod trivijalno mozemo pretvoriti u while() ili for() na sljedeéi nacin

int sum = 0, x = 1;

while (x != 0) {
printf(” Unesite broj: ”);
scanf ("%d” , &x);
sum += X;

};
printf(”Suma ucitanih brojeva je %d.\n”, sum);

Primijetite da smo varijabli x pridruzili vrijednost 1 (mogla je biti bilo koja vrijednost ra-
zlicita od nule!). Bez toga, program bi bio neispravan jer ne smijemo ¢itati vrijednost
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varijable prije nego joj pridruzimo neku vrijednost (npr. pomocu pridruzivanja ili
scanf ().

Ovdje smo iskoristili pomoénu varijablu x, no postoji i “recept” koji uvijek vrijedi.
Primjer 8.3.1. Pretvorite programski kod

do {
TLJELO ;
} while (UVJET);

u while() 7 for().

To radimo koristenjem pomocne variyjable koja ce biti istinita samo prilikom prve prov-
jere uvjeta (te ée tako osigurati da se tijelo petlje barem jednom izvrsi):

prvi_korak = 1;

while (prvi_korak || UVJET) {
prvi_korak = 0;
TIJELO;

¥

Analogno, slazemo for () petlju:

for (prvi_korak = 1; prvi_korak || UVJET; ) {
prvi_korak = 0;
TIJELO;

}

Ovdje, for () petlja nema inkrement, ali ima inicijalizaciju.

Zadatak 8.3.2. Pretvorite sljedece programske isjecke u do...while petlju:

for (INICIJALIZACIJA; UVJET; INKREMENT) ({
TIJELO;

}

i

while (UVJET) {

TLJELO;
}

8.4 Zadaci

Zadatak 8.4.1. Napisite dio programa koji ucitava cijele brojeve dok korisnik ne upise
nulu. Program treba ispisati produkt svih brojeva koje je korisnik ucitao.

Rjesenje. U zadatku 8.3.1, ucitanu nulu smo pribrojili sumi. To smijemo raditi u slucaju
sume jer ona ostaje nepromijenjena. No, u slucaju produkta, nula bi ponistila rezultat,
pa na to treba paziti.
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int prod = 1, x;

do {
printf(” Unesite broj: 7);
scanf ("%d” , &x);
if (x != 0) prod *= x;

} while (x != 0);

printf(”Produkt ucitanih brojeva je %d.\n”, prod);

]

Zadatak 8.4.2. Napisite dio programa koji ucitava prirodne brojeve dok korisnik ne upise
nulu. Program treba ispisati vrijednost najveéeg ucitanog broja, te koji je on (po redu)
ucitan.

Rjesenje. Posto ucitavamo prirodne brojeve, znamo da ¢e svi biti nenegativni. Dakle,
mozemo pretpostaviti da je maksimum neki negativni broj (npr. —1), pa ¢e prvi ucitani
broj sigurno biti veéi i onda ¢e postaviti ispravnu vrijednost maksimuma.

Nadalje, moramo pamtiti i koji broj (po redu) u¢itavamo, te koji je redni broj samog
maksimuma. Za to ¢e sluziti varijable i (kao indezx) i im (kao index maksimuma).

int max = —1, x, i = 0, im;
do {

printf(” Unesite broj: 7);
scanf ("%d” , &x);

1++;

if (x > max) {
max = X;
im = i;

}
} while (x != 0);

printf(”Najveci ucitani broj je %d, ucitan”, max);
printf(” %d. po redu.\n”, im);

]

Zadatak 8.4.3. Napisite dio programa koji ucitava cigele brojeve dok korisnik ne upise
nulu. Program treba ispisati vrijednost najveéeg ucitanog broja, te koji je on (po redu)
ucitan.

Rjesenje. Na zalost, sada ne mozemo krenuti od najmanjeg broja jer takav ne postoji u
skupu cijelih brojeva. Zbog toga je bolje prvi broj ucitati posebno i odmah tu vrijednost
pridruziti varijabli max. Takoder, treba zadati i poc¢etnu vrijednost varijabli i i im.
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int max, x, i = 1, im = 1;

printf(” Unesite broj: ”);
scanf ("%d” , &x);

max = X;

while (x != 0) {
printf(” Unesite broj: 7);
scanf ("%d” , &x);

1++;
if (x & x > max) {
max = X;
im = i;
}
¥
printf(”Najveci ucitani broj je %d, ucitan”, max);

printf(” %d. po redu.\n”, im);

Prikazani nacin djeluje opéenito (dakle, mogao je biti ispravno rjesenje prethodnog za-
datka). Drugi moguéi nacin je izoliranje prvog koraka (u ovisnosti o parametru i):

int max, x = 1, i = 0, im;

while (x != 0) {

printf(” Unesite broj: 7);
scanf ("%d” , &x);

1++;
if (i=1 ]| (x&& x> max)) {
max = X;
im = i;
}
¥
printf(”Najveci ucitani broj je %d, ucitan”, max);

printf(” %d. po redu.\n”, im);

Primijetite da smo sada varijabli x morali zadati inicijalnu vrijednost koja osigurava ulazak
u petlju u prvom koraku. To nije morala biti vrijednost 1, nego bilo koja koja zadovoljava
uvijet while () petlje (x '= 0). O

Zadatak 8.4.4. Napisite dio programa koji ucitava prirodni broj n, te ucitava n realnih
brojeva. Program treba ispisati sumu najveceg i najmangjeg ucitanog broja.

Uputa. Kad petlja treba imati unaprijed odredeni broj koraka, prakticno je upotrijebiti
for(). Preporuca se uzeti inicijalizaciju 1 = 0 i uvjet i < n, jer je tako lakSe raditi s
poljima (koja ¢emo kasnije obraditi). O
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Zadatak 8.4.5. Napisite dio programa koji ucitava prirodni broj n, te ucitava n cijelih
brojeva. Program treba ispisati sumu svih parnih @ produkt svih neparnih brojeva.

Ako nije ucitan niti jedan paran broj, pripadna suma je 0; ako nije ucitan niti jedan
neparan broj, pripadni produkt je 1.

Zadatak 8.4.6. Napisite dio programa koji ucitava prirodne brojeve n i k, te ispisuje
koliko je (Z)

Rjesenje. Prema definiciji vrijedi:

(1) =

No, faktorijele su ¢esto veliki brojevi, Sto moze izazvati overflow. Zbog toga je puno bolje

racunati
n-(n—1)-----(k+1) ﬂin-(n—l)-----(n—k‘+1)

(n—k)! k! ’

ovisno o tome kakvi su n i k. Prva formula je “bolja” ako jen — k < k, tj. n < 2k.

Slicno prethodnom programu, opet je prakticno upotrijebiti for ():
int i, n, k, povrh = 1;
printf(” Unesite n: 7 ); scanf("%d”, &n);
printf(” Unesite k: 7 ); scanf(”%d”, &k);
if (n< 2 x k) {
for (i = n; 1 > k; i—) povrh x= i;
for (i = 1; i <= n — k; i++) povrh /= 1i;
} else {
for (i =n; i >n — k; i—) povrh %= i;
for (i = 1; i <= k; i++) povrh /= i;
¥

printf(”Rezultat: %d\n”, povrh);

Primijetimo da promjenom inkrementa (i, shodno tome, inicijalizacije i uvjeta), for ()
petlja moze i¢i i “prema gore” i “prema dolje”. O]

Napomena 8.4.1. Primijetimo da su dijeljenja u linijama 6 1 9 u rjesenju prethodnog
zadatka cjelobrojna. To smijemo napraviti zato jer znamo da je (Z) uvijek cijeli broj!
Inace, morali bismo paziti da dijeljenje bude realno.

Zadatak 8.4.7. Napisite dio program koji za zadani prirodni broj n ispisuje vrijednost

12raza
n
Z a; - ’i,
i=1
gdje je

1, ¢ paran
a; = . .
3, © neparan
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Rjesenje. Uz for () petlju, ovdje ¢e nam pomoci uvjetni operator:

int i, res = 0;
for (i = 1; i <= n; i++)

res +=1 % (1 %2 7 3 : 1);
printf ("%d\n”, res);

]

Napomena 8.4.2. Podsjetimo se: izraz i % 2 wvraca ostatak pri dijeljenju i s 2. Posto
ga koristimo kao uvjet, taj uvjet ée biti istinit ako je ostatak razlicit od O (tj. ako je broj
neparan). Ako je broj paran, tj. rezultat je nula, uvjet je laZan.

Petlje se mogu smjestati jedna u drugu. Pri tome treba paziti kako koristimo varijable,
da jedna petlja ne bi narusila vrijednosti o kojima ovisi uvjet druge petlje.

Za razliku od dijelova programa, napisimo i jedan cijeli program:

Zadatak 8.4.8. Napisite program koji ucitava n prirodnih brojeva, te ispisuje produkt
prostih.

Rjesenje. U zadatku 8.1.2 smo vidjeli kako se provjerava je li broj prost. Sad ¢emo taj
programski kod kombinirati s rjeSenjem zadatka 8.4.5:

#include <stdio .h>

int main(void) {
int n, i, x, p, prost, prod = 1;

printf(” Unesite n: ”);
scanf ("%d” , &n);

for (i = 0; 1 < n; i++) {
printf(” Unesite broj: 7);
scanf ("%d” , &x);
P = 2;
prost = (x > 1);
while (prost && p < x) {
if (x % p=0) prost = 0;
03

if (prost) prod *= x;

}
printf (”%d\n”, prod);
return 0;

}
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Zadatak 8.4.9. Napisite dio programa koji za zadane prirodne brojeve n i b (b > 2)
wspisuje koliko znamenaka ima dekadski broj n ako ga zapisemo u bazi b.

Rjesenge.
int i = 0;
while (n > 0) {
n /= b;
1++;
¥

printf(”Rezultat: %d\n”, i);

Zadatak 8.4.10. Primijetite da bi u rjesenju prethodnog zadaka ispis
printf("Broj %d u bazi %d ima %d znamenaka.\n", n, b, i);

bio pogresan. U éemu je greska i kako ju ispraviti (a da poruka ostane kako smo ju upravo
naveli)?

Uputa. Isprobajte program na racunalu i primijetite da ¢e ispis uvijek zapocinjati s
“Broj O u bazi...”. Vrijednost koju n ima prije petlje treba sacuvati u pomoc¢noj var-
ijabli jer uzastopnim dijeljenjima tu vrijednost gubimo! O

Zadatak 8.4.11. Napisite dio programa koji ucitava prirodne brojeve dok ne ucita nulu.
Za svaki broj (osim nule) treba ispisati sumu njegovih znamenaka u bazi 7.

Rjesenge.
int x, sum, t;

do {
printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
sum = 0;
if (x) {
t = x;
while (t > 0) {
sum += (t % 7);
t /= T;
}

printf(”Suma znamenaka: %d\n”, sum);

}
} while (x);
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Napomena 8.4.3. Kao $to vidimo, ako zadatak zahtijeva, rezultat se moZe ispisati i u
tigelu petlje; ne nuzno izvan nje. Nema recepta gdje ide ispis rezultata; to treba shvatiti 1z
teksta zadatka!

Sljede¢i zadatak je izuzetno vazan za razumjeti, zajedno s Cestim greskama koje
navodimo odmah nakon ispravnog rjesenja.

Zadatak 8.4.12. Napisite dio programa koji ucita prirodni brojb, a zatim ucitava prirodne
brojeve dok ne ucita nulu. Program treba ispisati sumu najvecih znamenaka svih ucitanih
brojeva zapisanth u bazi b.

Rjesenge.

int x, sum, t, max;

sum = 0;
do {
printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
max = 0;
L = X
while (x > 0) {
if (max < (x % b)) max = x % b;
x /= b;
}
sum —+= max;
} while (t);
printf(”Suma najvecih znamenaka: %d\n”, sum);

]

Ovakvim zadacima treba pristupiti oprezno. Primijetimo da trazimo sumu — jednu
za cijeli program — sto znaci da nju treba inicijalizirati izvan svih petlji. Trazimo i
neki maksimum — ali po jedan za svaki ucitani broj — pa njega moramo inicijalizirati
unutar petlje u kojoj uéitavamo brojeve! Pogledajmo dvije ceste greske:

1. Ako sumu inicijaliziramo unutar do. . .while petlje, onda ¢e se ona za svaki uc¢itani
broj “vrac¢ati” na nulu, pa ¢e na kraju imati vrijednost jednaku najvecoj znamenci
posljednjeg ucitanog broja (a to je 0):

1 do {

2 sum = 0;

3 printf(” Unesite broj: ”7); scanf("%d”, &x);
4 max = 0;

5 b = X:

6 while (x > 0) {

7 if (max < (x % b)) max = x % b;

5 x /= b;
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o}
10 sum -+= max;
11 } while (t ) >

Isprobajte za b = 10 i ucitane brojeve 17, 19, 311 0 (suma bi trebala biti 7+9+3 =
19, a ispast ¢e 0).

2. Akomax inicijaliziramo izvan do. . .while, onda se najveca znamenka brojeva ucitanih
nakon prvog nec¢e dobro racunati:

1 sum = 0;

2 max = 0;

3 do {

4 printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
5 L = x¢

6 while (x > 0) {

7 if (max < (x % b)) max = x % b;

8 x /= b;

o}

10 sum -+= max;

1} while (t);

Isprobajte za b = 10 i uc¢itane brojeve 17, 19, 31 i 0. Suma bi opet trebala biti
7+ 94 3 = 19, no umjesto toga program ¢e izracunati najveéu znamenku broja
17 i ona ¢e (ispravno) ispasti 7. To ¢e biti vrijednost varijable max nakon prvog
izvodenja tijela petlje. Zatim ¢e taj 7 (nepromijenjen, jer se max postavlja na nulu
samo prije tijela do...while petlje!) usporedivati s 119 (od broja 19) i dobit ¢e
(ispravno) najveéu znamenku drugog broja: 9. No, za treéi broj, usporedivat e
znamenke 3 1 1 s maksimumom, a to ¢e (opet, od prije) biti 9. Kako je sui3il
manji od 9, vrijednost varijable max ¢e i za tre¢i broj ostati 9, pa ¢e ispasti suma
7+ 9+ 9 =25 sto je pogresno!

Dodatno, u rjesenju ovog zadatka, uvjet u vanjskoj while() petlji ovisi o t, dok je u
prethodnom zadatku ovisio o x. Ta razlika proizlazi iz nacina na koji te varijable koris-
timo. Naime, unutarnja petlja dijeli jednu od tih varijabli dok njena vrijednost ne padne
na nulu, pa nam ta varijabla vise nema nikakvu korisnu vrijednost (nakon izvrsavanja
petlje, vrijednost je nuzno nulal!). S druge strane, uvjet u vanjskoj petlji mora ovisiti o
originalnom uc¢itanom broju. Zato u prethodnom zadatku u unutrasnjoj petlji “trosimo”
pomocénu varijablu t, pa uvjet ovisi o nepromijenjenoj varijabli x, dok u ovom zadatku
u unutrasnjoj petlji “trosimo” varijablu x, pa uvjet ovisi o njenoj pocetnoj vrijednosti
pospremljenoj u varijabli t. Naravno, ovi nacini su ekvivalentni, dakle oba ispravna.
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8.5 Malo o slozenosti

Vecinu zadataka moguce je rijesiti na vise nacina, od kojih su neki “brzi”, a neki “sporiji”.
Slozenost algoritama bavi se usporedivanjem algoritama, pri tome zanemarujuci dobitke u
brzini koji se mogu dobiti jednostavnom kupnjom brzeg hardwarea. To znaci da program
koji radi 2 puta brze od drugog programa nije interesantan (u terminima slozenosti), dok
onaj koji za ulaz n € N (§to god n bio) radi u vremenu n sekundi umjesto n? sekundi
smatramo velikim poboljsanjem. Dapace, poboljsanje je i svaki onaj program koji radi
u vremenu c¢ - n sekundi, gdje je ¢ € RT neka konstanta, bez obzira na velicinu same
konstante c.

Zadatak 8.5.1. Napisite dio programa koji uc¢itava prirodni brojn, te ispisuje sve djelitelje
broja n (proizvoljnim redoslijedom, ali svakog toéno jednom,).

Rjesenje (jednostavno).

int i, n;

scanf ("%d” , &n);

for (i = 1; i <= n; i++)
if (!(n% i)) printf("%d\n”, i);

]

U ovom rjesenju provjeravamo djeljivost sa svim brojevima od 1 do n. No, ako
pogledamo rastav

n=p-q,
primijetit ¢emo da ne moze biti p, ¢ > 7, jer bismo onda imali

n2
n:p-q>zz>n<4.

Dakle, dana situacija je moguc¢a samo za brojeve 1, 2 1 3. No, to nisu slozeni brojevi,
tj. djeljivi su samo s 1 i sa samim sobom, pa niti kod njih ogranicenje ¢ < 7 ne uvodi
probleme. Drugim rijecima, brzi algoritam je:

Rjesenje (dvostruko brze).

int i, n, lmt;

scanf ("%d” , &n);
Imt =n / 2;

(
for (i = 1; i <= lmt; i++)

if (!(n% i)) printf("%d\n%d\n”, i, n / i);
printf ("%d\n”, n);



92 8. PETLJE

]

Ovaj program c¢e se izvoditi dvostruko brze od prethodnog, no to znaci da smo jed-
nako ubrzanje mogli dobiti i kupnjom dvostruko brzeg ra¢unala. U terminima slozenosti
algoritama, algoritmi su jednako slozeni (oba su linearni!).

Jos gore, neki djelitelji ¢e se ispisati dva puta (npr. 214 za n = 16). To se moze
rijesiti dodatnim uvjetom:

Rjesenge (ispravak prethodnog).

int i, n, lmt, t;

scanf ("%d” , &n);
Imt = n / 2;
for (i = 1; i <= lmt; i++)
if (!(n% 1))
if ((t=mn/ 1) <= lmt)
printf ("%d\n”, i);
else

printf ("%d\n%d\n” , i, t);
O

U ovim rjeSenjima smo uveli pomo¢nu varijablu 1mt koja sluzi tome da se izrazn / 2
ne racuna u svakom koraku petlje, nego samo jednom. Takva uvodenja pomoc¢nih varijabli
su uvijek pozeljna, i zbog brzine izvrsavanja i zbog preglednosti programa: rije¢ “lmt” je
izabrano kao pokrata engleske rijeci limit, dok slovo “t” oznacava privremenu varijablu,
engl. temporary. Za limit nismo uzeli jednoslovnu pokratu jer je slovo “I” preslicno broju
1, pa moze zbuniti kod ¢itanja programa (prilikom ucenja ili trazenja gresaka).

Dodatni uvjeti znace i dodatno ra¢unanje, pa ostaje upitno je li (i koliko) ovakav pro-
gram uopce brzi od prvog rjesenja (racunalo obavlja razlicite zadace razlicitom brzinom).
Zbog toga se, prilikom racunanja slozenosti algoritama, i inzistira da se algoritmi razlikuju
za vise od konstantnog faktora.

Ako iskoristimo cinjenicu da ne postoji z € N takav da je n djeljivs v 1 § <z <n,
onda zadatak mozemo rijesiti i ovako:

Rjesenje (poboljsanje prethodnog).

int i, n, Imt;

scanf ("%d” , &n);
Imt = n / 2;
for (i = 1; i <= lmt; i++)
if (I(n%i))
printf ("%d\n”, i);
printf("%d\n”, n);
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Postignuto ubrzanje je i dalje dvostruko (dakle, konstantno, tj. neovisno o n).
Primijetimo da iz
n=p-q
mozemo zakljuciti da je

p<nilig <,

sto nas navodi na zakljucak da je granica (varijabla 1 u programima) mogla biti jednaka
\/n. Takvo rjesenje zahtijeva i poziv matematicke funkcije sqrt ():

Rjesenje (manja slozenost).

#include <stdio .h>
#include <math.h>

int main() {
int i, n, Ilmt;
scanf ("%d” , &n);
Imt = sqrt(n);
for (i = 1; i <= lmt; i++)
if ((n% 1))
printf ("%d\n%d\n”, i, n / i);
return 0;

}
O

Na pocetku je bilo potrebno dodati #include<math.h> zbog koristenja matematicke
funkcije koja radi s realnim vrijednostima. Prilikom compiliranja u komandnoj liniji, u
ovom je slucaju nuzno dodati i opciju —1m.

Ovo rjesenje je zaista manje slozeno. Na primjer, za n = 16 petlja se vrti 4 umjesto 16
(u prvom rjesenju) ili 8 puta (u drugom rjesenju), sto je cetverostruko, odnosno dvostruko
ubrzanje. No, za n = 64, petlja se vrti 8 puta, umjesto starih 64 odnosno 32, sto je
ubrzanje od 8, odnosno 4 puta. Dakle, dobiveno ubrzanje raste s velicinom ulaza n, pa je
ovo rjesenje zaista manje slozeno!

Granicu /n ne mozemo dodatno smanjiti, sto se pokazuje jednostavnim trazenjem
protuprimjera (npr. za n =9 moramo izvrsiti provjere od 1 do 3).

Zadatak 8.5.2. Modificirajte prethodni program tako da ne koristi funkciju sqrt (), ali
da i dalje radi provjere samo za i < \/n.

Uputa. Modificirajte uvjet petlje. O

Zadatak 8.5.3. Napisite dio programa koji za zadani prirodni broj n ispisuje sve njegove
proste djelitelje (svakog tocno jednom,).



oo ~ [=2] ot = w [ =

oo ~ =] (o)) - w N -

94 8. PETLJE

Rjesenje. Naizgled jednostavan nacin za napisati ovaj program je trazenje svih djelitelja
(kao u prethodnim zadacima), te provjera za svakoga je li prost ili nije. Takvo rjesenje
ostavljamo citateljima za vjezbu.

Umjesto opisanog pristupa, mozemo traziti najmanji broj x (veéi od 1) s kojim je n
djeljiv. Takav broj nuzno mora biti prost, jer kad bi postojali @ > 11 b > 1 takvi da
je x = a - b, onda bi nuzno bilo a,b < x i n bi bio djeljiv s a i b, Sto je kontradiktorno
pretpostavci da je x najmanji takav broj.

Idu¢i korak je dijeljenje n s pronadenim z dok god je to moguée. Nakon toga se
vra¢amo na trazenje iduc¢eg najmanjeg djelitelja dobivenog broja. To ponavljamo dok
god ima smisla traziti njegove djelitelje (tj. dok god je n > 1).
int x = 2;
while (n > 1) {

if (1(n%x)) {

printf ("%d\n”, x);

while (!(n % x)) n /= x;
}
X++;

}
O

Sljede¢a modifikacija zadatka, iako naizgled kompliciranija, zapravo ima jednostavnije
rjesenje:
Zadatak 8.5.4. Napisite dio programa koji za zadani prirodni broj n ispisuje sve njegove

proste djelitelje (svakog tocno onoliko puta koliko se pojavljuje u rastavu broja n na proste
faktore).

Rjesenge.
int x = 2;
while (n > 1) {
while (!(n % x)) {
printf ("%d\n”, x);
n /= x;
}
X4+

}
O

Zadatak 8.5.5. Napisite dio programa koji za zadani prirodni broj n ispisuje sve njegove
proste djelitelje (svakog toéno jednom), te uz svakoga napise koliko puta se pojavljuje u
rastavu broja n na proste faktore. Npr. za n = 96 = 2° - 3 program treba ispisati:

275
371
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Zadatak 8.5.6. Napisite dio programa koji ucitava realni broj x 1 prirodni broj n, te
wspisuge koliko je x™.

Rjesenge.
int i, n;
double x, res = 1;

7); scanf("%d”, &n);
7); scanf("%lg”, &x);
i i4++) res x= x;
%g”, x, n, res);

printf(” Unesite
printf(” Unesite
for (i = 0; 1<
printf (7 (%g)" %d

I B & B

]

Primijetimo da izraz res *= n izvrSavamo n puta, Sto znaci da je slozenost programa
linearna. Moze li bolje?

Odgovor je (krajnje (ne)ocekivnano): moze. Primijenimo uzastopno kvadriranje. Na

primjer:

2 4 4

2= ((2*))% . a? =x-x, 2t =27 2?, 2 =2t

pa imamo samo 3 mnozenja (umjesto 8). Na taj nacin mozemo dobiti 2™ ako je n potencija
od 2. Sto ako nije?

Pogledajmo sljedece primjere:

n=9=n=841=x=
n=12=n=8+4=z==x

Dakle, broj n treba prikazati kao zbroj nekih potencija broja 2. Mozemo li to izvesti za
svaki prirodni n?

Naravno. Upravo takav rastav ¢ini prikaz broja u binarnoj bazi! Dakle, broj n treba
prikazati u binarnom sustavu. Za prethodne primjere:

9 23 20

210
100)y = o " =a" -

Vidjeli smo kako se prebrojavaju i ispisuju znamenke. Sada samo, umjesto ispisivanja
binarnih znamenki, treba te znamenke iskoristiti kao uvjet u mnozenju. Preciznije, kad
god je binarna znamenka 1 mnozimo rezultat s z*, gdje je 2* odgovarajuéa potencija od
x (prvo x', pa 2%, pa x?, pa 2% itd.).
int n, on;
double x, res = 1, pot;
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printf(” Unesite n: 7); scanf("%d”, &n);
printf(” Unesite x: 7 ); scanf("%lg”, &x);
pot = x; on = n;

while (n > 0) {
if (n % 2) res %= pot;
pot *x= pot;
n /= 2

}

printf (”(%g) " %d = %g”, x, on, res);

U najgorem slucaju (za n = 2% — 1) imamo 2 puta vise mnoZenja nego n ima
znamenaka i tocno onoliko dijeljenja koliko m ima binarnih znamenaka, a to je log,n
(dokazite!). Dakle, slozenost ovakvog potenciranja je logaritamska, sto je puno bolje od
linearne.

8.6 Promjena toka petlje

Ponekad “usred izvrsavanja” zelimo prekinuti petlju ili “skociti” natrag na uvjet. Vratimo
se na zadatak 8.1.2 gdje je trebalo provjeriti je li zadani broj prost. Petlja kojom smo
vrsili provjeru izgledala je ovako:

while (prost && p < x) {
if (x % p==0) prost = 0;
p++;

}

Dakle, u svakom koraku petlje, kao dio uvjeta se provjerava stanje varijable prost.
Takoder, nakon sto varijabli prost zadamo vrijednost 0, program ¢e i dalje izvesti liniju
7 (p++;) iako je ona nepotrebna.

Prirodan nacin za provesti provjeru bi, opisno, bio:

dok (p nije prevelik) {
ako je (x djeljiv s p) {
zapamti da x nije prost
prekini provjeru
}

povecaj p za jedan

}

Petlju prekidamo naredbom break. Prikazani opisni kod mozemo doslovno prevesti u C
liniju po liniju:
while (p < x) {

if (x%p=20) {
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U trenutku kad se izvrsi naredba break, program bezuvjetno prekida izvrsavanje tijela
petlje. Izvrsavanje programa se nastavlja nakon tijela petlje (na naredbi koja bi se nalazila
u liniji 12).
Slicno, u zadatku 8.4.11 imali smo petlju:
do {
printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
sum = 0;
if (x) {
t = x;
while (t > 0) {
sum += (t % 7);
t /= T;
}

printf(”Suma znamenaka: %d\n”, sum);

}

} while (x);

Bilo bi daleko prirodnije jednostavno prekinuti izvrsavanje petlje onda kad znamo da smo
gotovi (umjesto da veéi dio tijela petlje “zapakiramo” u if ()):
do {
printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
sum = 0;
if (!x) break;
L = %
while (t > 0) {
sum += (t % 7);
t /= T;
}

printf(”Suma znamenaka: %d\n”, sum);
} while (x);
Dapace, ako je x == 0, petlja ¢e prekinuti odmah u liniji 6. Ako je x != 0, onda je uvjet
u liniji 13 istinit, pa nema potrebe da ga provjeravamo. To znaci da liniju 13 mozemo
zamijeniti s:

} while (1);

No, sada nam vise ne treba varijabla x, pa ju ne moramo “spasavati” upotrebom pomocne
varijable t. Konacno, cijelu petlju mozemo zapisati ovako:

do {
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printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
sum = 0;
if (!x) break;
while (x > 0) {
sum += (x % 7);
X /= T,
}

printf(”Suma znamenaka: %d\n”, sum);
} while (1);

Naredbu break mozemo citati kao “skoci iza tijela petlje”.

Na slican nacin, naredba continue prekida izvrsavanje petlje i nastavlja:

e s inkrementom, te provjerom uvjeta (kod for () petlje) ili

e s provjerom uvjeta (kod while() i do...while petlje).

Pogledajmo zadatak:

Zadatak 8.6.1. Napisite program koji ucitava prirodni broj n, te zatim ucitava jos n
prirodnih brojeva. Program treba ispisati sumu svih znamenaka parnih ucitanih brojeva
(neparne jednostavno ignorira) zapisanih u bazi 10.

Rjesenge.

int n, i, x, sum;

sum = 0;
printf(” Unesite n: 7); scanf("%d”, &n);
for (i = 0; i < n; i++) {
printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
if (x % 2) continue;
while (x > 0) {
sum += (x % 10);
x /= 10;
}
}

printf(”Suma znamenaka: %d\n”, sum);

Ocito, problem smo mogli rijesiti i pomocu else:

for (i = 0; 1 < n; i++) {
printf(” Unesite broj: ”7); scanf("%d”, &x);
if (x % 2); else
while (x > 0) {
sum += (x % 10);
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x /= 10;
}
}

ili pomoc¢u negiranog uvjeta:
for (i = 0; i < n; i++) {
printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
if (M(x% 2))
while (x > 0) {
sum += (x % 10);
x /= 10;
}
}

Naredbe break i continue se uvijek mogu “zaobié¢i”, ali kod slozenijih problema to moze
biti izuzetno komplicirano (mnogo if . . .else blokova jedan unutar drugog, te dodavanje
pomoc¢nih varijabli). Kompliciranje ¢esto dovodi do gresaka, pa se preporuca koristenje
ovih naredbi kad god je to prirodno.

Ponekad koristimo “beskonacne petlje”. To su, kako naziv kaze, petlje ¢iji je uvjet
uvijek zadovoljen. Kako svaki algoritam mora stati nakon kona¢no mnogo koraka (prema
definiciji algoritmal), takve petlje je nuzno prekinuti “na silu”, upravo naredbom break.

Pogledajmo zadatak slican zadatku 8.3.1:

Zadatak 8.6.2. Napisite dio programa koji ucitava prirodne brojeve i ispisuje njihov
produkt. Ucitavange treba prekinuti kad korisnik upise vrijednost Q.

Rjesenge.
int prod = 1, x;

do {
printf(” Unesite broj: ”);
scanf ("%d” , &x);
if (x) prod *= x;

} while (x != 0);

printf(”Produkt ucitanih brojeva je %d.\n”, prod);

Petlju smo mogli i drugacije napisati. Najprije opisno:
radi {

ucitaj x

ako je x jednak nuli, prekini petlju
povecaj produkt

}s

Prisjetimo se: istina je svaka vrijednost razlic¢ita od nule. Obi¢no se koristi vrijednost 1.
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C-ovski, prikazani opisni kod bi izgledao ovako:

do {
printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
if (x = 0) break;
prod *x= x;

} while (1);

ili

while (1) {
printf(” Unesite broj: 7); scanf("%d”, &x);
if (x = 0) break;
prod x= x;

¥

ili

for (5 1; ) {
printf(” Unesite broj: ”7); scanf("%d”, &x);
if (x = 0) break;
prod *x= x;

}

Ovdje to ne izgleda narocito korisno, ali kod slozenih uvjeta moze biti jako prakti¢no. Npr.
ako imamo nekoliko uvjeta, “razbacanih” po tijelu petlje, onda ih je tesko objediniti, pa
je lakse svakome zadati da prekine petlju, a onda sam uvjet petlje “izostaviti” (tj. staviti
da je uvijek istinit). O

Ako uvjet for ()-petlje nije naveden, smatra se da je on istinit. Dakle, liniju 3 iz
zadnjeg prikazanog programskog isjecka mozemo jednostavnije zapisati ovako

for (5 ; ) {

Napomena 8.6.1. Svaku petlju obavezno treba nekako prekinuti! Ako uvjet ne osigurava
prekidanje petlje za sve moguce pocetne vrijednosti varijabli, onda prekidanje izvrsavanja
petlje nuzZno treba osigurati naredbom break.

Naredbe break i continue utjecu samo na izvrSavanje najdublje petlje u kojoj se
nalaze.

Primjer 8.6.1. Programski kod

for (i = 0; i < 3; i++) {
for (j =i+ 1; j < 999; j++) {
printf(” Unutrasnja petlja: i =%, j = %d\n” ,i,j);
break ;
}
printf(”Vanjska petlja: i = %d\n”, i);

}
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ce ispisati:

Unutrasnja petlja: i =0, j =1
Vanjska petlja: i =0
Unutrasnja petlja: i =1, j = 2
Vanjska petlja: i =1
Unutrasnja petlja: 1 =2, j =3
Vanjska petlja: i = 2

Dakle, tijelo unutrasnje for petlje (linije 3 i 4) ée se izursiti tocno jednom za svaki i,
jer ¢e naredba break prekinuti unutrasnju petlju odmah nakon ispisa vrijednosti. S druge
strane, linija 6 ce se izurditi za svaki i jer break “skace iza (unutrasnje) petlje”, pa se
izvrsavanje programa (nakon break) nastavlja upravo na liniji 6.

Zadatak 8.6.3. Napisite program koji ucitava prirodne brojeve dok ne ucita nulu. Pro-
gram treba ispisati produkt znamenaka (u bazi 8) svih ucitanih prostih brojeva.

Uputa. Petlju je dobro prekinuti pomoc¢u break odmah nakon ucitavanja broja ako je broj
jednak nuli. Zatim treba provjeriti je li broj prost. Ako nije, treba se vratiti (pomocu
continue) na pocetak petlje. Ocito, sva potrebna prekidanja petlje ¢e se izvrsiti pomocu
break, pa uvjet petlje moze uvijek biti istinit. O

Zadatak 8.6.4. Prethodni zadatak rijesite bez break 4 continue.

Zadatak 8.6.5. Napisite program koji uc¢itava prirodni broj n, te pomocu zvjezdica (“*¢”)
1scrtava pravokutni trokut katete duljine n znakova. Na primgjer, za n = 4 treba ispisati:

* %k
*kok
*okok k

Rjesenge.
int n, i, j;
printf(” Unesite n: ”); scanf(”%d”, &n);

for (i = 0; i <mn; i++) {

for (j = 0; j <= 1i; j++)
printf (7% );
printf(”\n”);

}
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Zadatak 8.6.6. Napisite program koji uc¢itava prirodni broj n, te pomocu zvjezdica (“*¢”)
1scrtava pravokutni trokut kojem je wvertikalna kateta duljine n znakova, a horizontalna
duljine 2 * n - 1 znak. Na primjer, zan = 4 treba ispisati:

*
*k %
%k ok k k
*k3kok ok kok ok

Zadatak 8.6.7 (Slag na kraju). Napisite program koji ucitava prirodni brojn, te pomocu
zvjezdica (“*7) iscrtava krug radijusa n znakova.
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Visestruko grananje

Ponekad imamo vise uvjeta koji ovise o istom izrazu. Tada ulancavanje if ()-ova is-
pada nespretno i nezgodno, pogotovo ako blokovi koji se izvrsavaju moraju imati i neke
zajednicke dijelove. Zbog toga pribjegavamo upotrebi visestrukog grananja.

9.1 Naredba switch()

Primjer 9.1.1. Napisite dio programa koji za zadani prirodni broj n € {1,2,...,365}
ispisuje na koji dan u tjednu pada n-ti dan u godini (pretpostavite da godina pocinge
ponedjeljkom).

Klasicno rjesenje, pomocu if () bi bilo:

if (n % 7= 0) printf(”Nedjelja\n"); else
if (n % 7= 1) printf(”Ponedjeljak\n"); else
if (n % 7 = 2) printf(”Utorak\n"); else
if (n % 7= 3) printf(”Srijeda\n”); else
if (n % 7= 4) printf(”Cetvrtak\n”); else
if (n % 7= 5) printf(”Petak\n”); else
(7

printf(”Subota\n”);

ili, da se smangi kolicina racunanja:

int pom = n % 7;

if (pom = 0) printf(” Nedjelja\n"); else

if (pom = 1) printf(”Ponedjeljak\n”); else
if (pom = 2) printf(”Utorak\n"); else

if (pom = 3) printf(”Srijeda\n”); else

if (pom = 4) printf(” Cetvrtak\n”); else

if (pom = 5) printf(”Petak\n”); else

printf(”Subota\n”);

Pomoéu switch(), rjesenje izgleda ovako:

103
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switch (n % 7) {

case 0: printf(” Nedjelja\n");
break ;

case 1: printf(”Ponedjeljak\n”);
break ;

case 2: printf(”Utorak\n”);
break ;

case 3: printf(”Srijeda\n");
break;

case 4: printf(” Cetvrtak\n”);
break ;

case 5: printf(”Petak\n");
break ;

default: printf(”Subota\n”);

- w

© oo ~ =] w

Prilikom izvrsavanja, racunalo ulazi u prvu granu koja ima vrijednost jednaku vri-
jednosti izraza, te nastavlja dalje. Ukoliko zelimo prekinuti izvrSavanje naredbi unutra
switch() (tj. zelimo “izadi” iz switch()), zadajemo narebu break (jednako kao kod
petlji). Grana default (nije obaveznal) se izvrsava ako niti jedan case nema vrijednost
kao zadani izraz (nesto kao else kod if () petlji).

Napomena 9.1.1. Ako ne zadamo break, izvrsavanje prelazi u iducu granu!

Primjer 9.1.2. Prethodni primjer, ali bez upotrebe break:

n% 7)) {
: printf(” Nedjelja\n”);

switch (

case 0 (
case 1: printf(”Ponedjeljak\n”);
case 2: printf(”Utorak\n”);
case 3: printf(”Srijeda\n");
case 4: printf(”Cetvrtak\n”);
case 5: printf(”Petak\n");
default: printf(”Subota\n”);

}

ce zan = 4 ispisati:

Cetvrtak
Petak
Subota

Zadatak 9.1.1. Napisite dio programa koji za zadane prirodne brojeve p € {1,2,...,7} i
n€{1,2,...,365— p} ispisuje na koji dan u tjednu pada n-ti dan u godini (pretpostavite
da godina pocinje ponedjeljkom ako je p = 1, utorkom ako je p = 2, itd.). Ukoliko je dan
koji ispisujete utorak ili petak, program treba ispisati i iduci dan.
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Rjesenge.
switch ((n +p — 1) % 7) {
case 0: printf(”Nedjelja\n”);
break ;
case 1: printf(”Ponedjeljak\n”);
break ;
case 2: printf(”Utorak\n”);
case 3: printf(”Srijeda\n");
break ;
case 4: printf(” Cetvrtak\n”);
break ;
case 5: printf(”Petak\n");
default: printf(”Subota\n”);
}
O

Zadatak 9.1.2. Rijesite prethodni program bez upotrebe switch().

Ukoliko dvije grane rade to¢no jednak posao, nabrajamo ih jednu iza druge.

Zadatak 9.1.3. Napisite dio programa koji za zadani prirodni broj n ispisuje je li zadnja
dekadska znamenka broja 3™ prost broj ili ne.

Rjesenge.
/* Racunanje n—te potencije bro\—ja 3 =/
pot = 1;
while (n——) pot %= 3;
/% Da 1i je zadnja znamenka prost broj x/
printf(”Zadnja znamenka ”);
switch (pot % 10) {
case 2:
case 3:
case H:

10

11

12

13

14

case

7

: printf(”je”);
break ;

default: printf(”nije”);

}

printf(” prost broj.\n”);

ili, krace:

/* Racunanje n—te potencije bro\—ja
pot = 1;

while (n——) pot %= 3;

/% Da 1i je zadnja znamenka prost
printf(”Zadnja znamenka ”);
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switch (pot % 10) {
case 1: case 4: case 6: case &:
case 9: printf(”ni”);

}

printf(”je prost broj.\n”);

Kao sto vidimo, “prazne grane” mozemo pobrojati u jedan red.

Napomena 9.1.2. U prethodnom programskom isjecku, racunanje zadnje znamenke n-te
potencije broja 3 mogli smo napisati i tocnije:

pot = 1;
while (n——) pot = (3 * pot) % 10;

Zasto je ovo “tocnije”, objasnjeno je na predavanjima (overflow).

Zadatak 9.1.4. Napisite sljedeéi dio koda bez upotrebe switch() (tj. samo upotrebom
if Q).

switch (a) {
case 1: printf(7A”);
case 2: printf(”"B”);
break ;
case 3: if (x % 2)
printf(”71”);
else
printf(77?”7);
case 4: break;
case 5: printf(7C”);
default: printf(”D”);
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Funkcije

Cesto neki dio koda treba izvrsiti vise puta, a jedina razlika u tim izvrsavanjima su
vrijednosti na kojima se taj kod izvrsava. Kako ne bismo dva puta pisali isto, eventualno
uz mijenjanje naziva varijabli (Sto lako moze dovesti do gresaka), koristimo funkcije —
dijelove koda izdvojene u zasebne cjeline.

Funkcije mogu pozivati jedne druge, pa cak i same sebe. Ove druge zovu se rekurzivne
funkcije i njih ¢emo obraditi u drugom semestru.

10.1 Jednostavne funkcije

Zadatak 10.1.1 (Euklidov algoritam). Napisite program koji ucitava dva cijela broja
x,y € Z. Program treba ispisati GCD(z,y) (najveéi zajednicki djelitelj brojeva x i y).

Rjesenje. Zadatak rjeSavamo Euklidovim algoritmom. On se svodi na dijeljenje vec¢eg bro-
ja s manjim dok ostatak pri dijeljenju ne postane jednak nuli. Tada je rezultat dijeljenja
upravo najveca zajednicka mjera pocetnih brojeva (dokazite!).

#include <stdio .h>

int main(void) {
int x, y;

printf(” Ucitajte x: 7); scanf("%d”, &x);
printf(” Ucitajte y: 7); scanf("%d”, &y);

printf ("GCD(%d, %d) =", x, yv);

if (x < 0) x =—x;

if (y<0)y=-y;

if (x<y){int t=x;x=y;y=¢t;}
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while (y) {
int t =x % y;
X =Y,
y =t

}
printf ("%d\n”, x);

return 0;

]

Zadatak 10.1.2. Bez upotrebe nizova napisite program koji ucitava razlicite cijele brojeve
a,b,c € Z. Program treba ispisati brojeve x, y i GCD(x,y), pri éemu je

r= min GCD(p,q) i y= max GCD(p,q).

p,q€{a,b,c} p,q€{a,b,c}

Pokusajte zadatak rijesiti bez upotrebe funkcija (potprograma), replicirajuéi rjesenje
prethodnog zadatka.

Rjesenje. Idealno, rjesenje zadatka bi izgledalo ovako (skica):

x =y = ged(a,b);

p = ged(a,c);
if (p < x) x = p;
if (p>y)y=p;
p = ged(b,c);
if (p < x) x = p;
if (p>y)y=np;

printf("x =%, y = %, ged(%d, %d) = %d\n”,

X, ¥, x, ¥y, ged(x, y));
No, u C-u ne postoji funkcija gcd(), sto znaci da ili moramo visestruko prepisati rje-
Senje prethodnog zadatka (uz prikladnu promjenu vrijednosti varijabli) ili moramo sami

definirati funkciju gcd (). Mi éemo, naravno, sloziti svoju funkciju:

#include <stdio .h>

int ged(int x, int y) {

if (x < 0) x =—x;

if (y <0)y=-y;

if (x<y){int t =x; x=y; y=¢t; }

while (y) {
int t = x % y;

X =Y
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y =t

}

return x;

}

int main(void) {

9\ .
)3
n).
)
9\ .
)3

=%, vy =%, ged(%d, %d) = %d\n”

int a, b, ¢, p, x, y;
printf(” Ucitajte a:
printf(” Ucitajte b:
printf(” Ucitajte c:
X:y:ng(avb)7
p = ged(a,c);
if (p<x) x=p;
if (p>vy) vy =rp;
p = ged(b,c);
if (p <) x = p:
if (p>vy)vy=np;
printf(”x

X, vy, X, vy, ged(x
return 0;

}

Funkcija se sastoji od sljede¢ih dijelova:

scanf ("%d” ,
scanf ("%d” , &b
scanf ("%d” ,

e zaglavlje (linija 3), u kojem su redom navedeni tip vrijednosti koju funkcija vraca
(pisemo kljucnu rije¢ “void” ako funkcija ne vracéa vrijednost), naziv funkcije, te
popis formalnih argumenata (i njihovih tipova) koje funkcija prima. Ako funkcija
ne prima nikakve vrijednosti, navode se prazne zagrade (dakle “ime_funkcije()”).

e tijelo (linije 4-14), u kojima (kao i inac¢e u programu) opisujemo $to funkcija radi.

e povrat vrijednosti (linija 14), kojim prekidamo izvrsavanje funkcije i zadajemo
koju vrijednost ona vraca. Ovaj dio nije obavezan ako funkcija ne vraca vrijednost.
Zelimo 1i negdje prekinuti izvrsavanje funkcije koja ne vraca vrijednost, pozivamo

samo return;.

Varijable x i y u funkciji ged() su lokalne i nemaju veze s istoimenim varijablama
U njih se spremaju kopije vrijednosti varijabli s kojima je
funkcija pozvana (npr. kod poziva ged(a,c), varijabla x poprima vrijednost a, a vari-

u glavnom programul!

jabla y poprima vrijednost c).

Promjene tih lokalnih varijabli ne utje¢u na vrijednosti

varijabli s kojima je funkcija pozvana (tj. promjena vrijednosti varijabli x i y nece dovesti

do izmjene vrijednosti varijabli a i c).

]
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Kao sto smo vidjeli u rjesenju prethodnog zadatka, potprogramima smanjujemo koli¢inu
pisanja i povecavamo preglednost programa, sto direktno utjece i na smanjivanje broja
gresaka. Rjesenje prethodnog zadatka moglo se dodatno rasclaniti na funkcije, te (uz
dodatni zahvat na ispisu') skratit na sljedeéi oblik:

#include <stdio .h>

int ged(int x, int y) {
if (x < 0) x =—x;
if (y <0)y=-y;
if (x<y){int t=x; x=y; y==¢t; }

int t =x % y;
X =Y,
y = t;

return x;

}

int min(int x, int y) {
return (x <y 7 x : y);
¥

int max(int x, int y) {
return (x >y 7 x : y);
¥

int main(void) {
int a, b, ¢, p, x, ¥y;

printf(” Ucitajte a: ”7); scanf(”%d”, &a);
printf(” Ucitajte b: ”7); scanf("%d”, &b);
printf(” Ucitajte c: 7); scanf("%d”, &c);

x =y = ged(a,b);

p = ged(a,c); x = min(x, p); y = max(y, p);

p = ged(b,c); x = min(x, p); y = max(y, p);
d(%18d, %2$d) = %d\n” ,

printf("x =%, y = %, gc
x, vy, ged(x, y));

17a one koji zele znati vise: format %m$f, pri c¢emu je m broj, a £ neki od uobi¢ajenih formata (d,
e, 3x i sl.), odgovara formatu %f, ali kao vrijednost uzima m-ti parametar. Zbog toga prikazani poziv
funkcije printf () ispisuje vrijednosti varijabli x i y na dva mjesta (na mjesta prva dva %d i na mjesta
gdje je zadano %1$d i %2$d). Ovo radi na Linuxu i drugim POSIX-kompatibilnim sustavima, ali ne i na
Microsoft Windows (gdje radi pod Cygwinom i sliécnim podsustavima).
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return 0;

}

Da je rije¢ o zaista kra¢em rjeSenju, mozete se uvjeriti tako da pokusate rijesiti modi-
fikaciju zadatka koja radi s 5 varijabli (umjesto njih 3).

Pogledajte strukturu glavnog programa. U C-u, on je samo jedna od funkcija koja se
od ostalih razlikuje iskljuc¢ivo po specijalnom nazivu (main())!

Zadatak 10.1.3. Napisite funkciju koja kao arqgument uzima jedan prirodni brojn € N,
a kao povratnu vrijednost vracan! :==1-2-----n.

Rjesenje. Funkcija prima argumente i vrac¢a vrijednost. Zbog toga ona ne mora nista niti
ucitavati niti ispisivati, ali ju ipak mozemo smatrati algoritmom!

long int fakt(int n) {
int i;
long int res = 1;

for (i = 2; 1 <= n; i++) res x= i;

return res;

}

Funkciju smo mogli i krace napisati, koristec¢i ¢injenicu da je varijabla n lokalna, tj. da
njenom promjenom nec¢emo izazvati promjenu varijable koja je pri pozivu funkcije nave-
dena kao argument:

long int fakt(int n) {
long int res = 1;

while (n > 1) res x= (n——);

return res;

}

Napomena 10.1.1 (Ceste greske).

1. Ako funkcija prima neku vrijednost, onda tu vrijednost ne smijete u funkciji ucitavati,
jer ucitavanjem gubite zadanu vrijednost argumenta. Dakle, ovo je KRIVO:

1 long int fakt(int n) {
2 long int res = 1;

1 scanf ("%d” , &n);
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while (n > 1) res *= (n——);

return res;

}

© oo ~ (=]

2. Iza return nema smisla nista pisati jer se to nece izvrsiti (return prekida izvrsavangje
funkcije). Zbog toga, u sljedeéem kodu nikad necée doéi do ispisa:

1 int f(int x) {
2 return 2 x x;
3 printf ("%d\n”, x);
i}
Naravno, mozZete pomocu return prekinuti izvrsavanje funkcije samo u nekim slu-
cajevima. Na primjer, iduca funkcija vraca najmanji parni broj veci ili jednak x:
1 int f(int x) {
2 if (x % 2 = 0) return x;
3 RAFAFS
4 return x;
s}
Istu stvar rade i sljedece dvige funkcije:
1 int g(int x) {
2 if (x % 2 = 0) return x;
3 return x + 1;
i}
5 int h(int x) {
6 return (x % 2 ? x + 1 : x);
7
}

Dakle, naredbe iza return ima smisla zadavati samo ako je do njih moguce doci bez
izuravanja samog return-a (npr. u razlicitim granama if ()-a).

Zadatak 10.1.4. Napisite funkciju koja kao argument uzima jedan prirodni brojn € N,
a kao povratnu vrijednost vraca

Cn)l:=2-4-6----- (2n) = 2"nl.

Zadatak 10.1.5. Napisite funkciju koja kao argument uzima jedan prirodni brojn € N,
a kao povratnu vrijednost vraca

Cn—1N:=1-3-5----- (2n —1).

Zadatak 10.1.6. Napisite funkciju koja kao argument uzima jedan prirodni brojn € N,
a kao povratnu vrijednost vraca

nli=n-(n—2)-(n—4) = [] (n-2i).

0<i<?
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Zadatak 10.1.7. Napisite funkciju koja prima jedan cjelobrojni parametar x € 7, te
vraca njegovu apsolutnu vrijednost.

Zadatak 10.1.8. Napisite funkciju koja prima jedan cjelobrojni parametar x € 7, te
vraca 1 ako je |z| prost, odnosno 0 ako |x| nije prost.

Rjesenge.

int abs_is_prime (int x) {
int i = 2;
if (x < 0) x =—x;

if (x <= 1) return 0;
while (i < x)

if (!(x % i++)) return 0;
return 1;

}

U liniji 6, ako je x djeljiv s i, prekidamo izvrSsavanje funkcije i ona vrac¢a 0. U protivnom,
while() petlja nastavlja s izvrSsavanjem. Vrijednost varijable i povecava se za jedan,
ali se djeljivost provjerava sa starom vrijednoséu od i (jer i povecavamo post-inkrement
operatorom). Dakle, u prvom koraku i poprimi vrijednost 3, ali se provjerava djeljivost
x-a s 2, u drugom koraku i postaje 4, ali se djeljivost x-a s 3 itd.

Za ucitani broj x, funkciju mozemo pozvati na sljede¢i nacin:
printf(”Broj |%d| %sje prost.\n”,
x, abs_is_prime(x) ? 7”7 : "ni”);

]

Zadatak 10.1.9. Napisite funkciju koja prima jedan prirodni parametar n € N, te ispisuje
sve njegove proste faktore i to svakog onoliko puta kolika mu je kratnost, tj. za

n= Hp?"’, p; prost, mn; €N
i

treba svaki p; ispisati n; puta. Redoslijed ispisa nije bitan.

Rjesenje. Funkcija ne vraca nikakvu vrijednost, pa je njen tip void. Osnovni algoritam
je ve¢ prikazan u zadatku 8.5.3, pa ¢emo ovdje samo podsjetiti kako on radi.

Tvrdnja: Neka je p; najmanji broj (strogo veéi od 1) takav da je n djeljiv s p;, tada
je p; prost (dokazite!).

Koristenjem te tvrdnje mozemo sloziti izuzetno brz algoritam za rastav broja na proste
faktore. Najprije inicijaliziramo pomo¢nu varijablu p na najmanju vrijednost strogo veéu
od 1 (tj. na vrijednost 2). Zatim provjeravamo djeljivost n s p. Dok god je n djeljiv s p,
ispisujemo p, te n dijelimo s p. Ako n (vise) nije djeljiv s p, pove¢avamo p za jedan, kako
bismo u idu¢em koraku petlje probali za iduci broj. Petlju vrtimo dok god n ima prostih
faktora, tj. dok god je strogo veéi od 1.
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void print_primes (int n) {
int p = 2;
while (n > 1) {
while (!(n % p)) {
printf ("%d\n”, p);
n /= p;
}
P+
}
}

]

Zadatak 10.1.10. Napisite funkciju koja prima jedan prirodni parametar n € N, te
1spisuje sve njegove proste faktore, svakog tocno jednom.

Zadatak 10.1.11. Napisite funkciju koja prima jedan prirodni parametar n € N, te
ispisuje sve njegove proste faktore i uz svakog njegovu kratnost. Funkcija treba vratiti broj
razlicitih prostih faktora koje sadrzi broj n.

10.2 Varijabilni argumenti funkcija

Kod funkcija u C-u, parametri se prenose “po vrijednosti”. To znaci da funkcija ima
lokalnu varijablu u kojoj se nalazi kopija vrijednosti s kojom se funkcija poziva. Zbog
toga se promjene argumenata u funkciji ne odrazavaju na vrijednosti varijabli s kojima je
funkcija pozvana.

Primjer 10.2.1.
#include <stdio .h>

void f(int a) {
printf(”Funkcija 1: a = %d\n”, a);
a—+-+;
printf(” Funkcija 2: a = %d\n”, a);

}

int main(void) {
int x = 1;

printf(”Gl. prog. 1: x = %d\n”, x);
f(x);
printf(”Gl. prog. 2: x = %d\n”, x);

return 0;
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No, sto se dogada ako u funkciju proslijedimo adresu varijable i onda pristupamo
direktno toj adresi?

Primjer 10.2.2.
#include <stdio .h>

void f(int *a) {
printf(”Funkcija 1: xa = %d\n”, xa);
(*a)++;
printf(”Funkcija 2: xa = %d\n”, xa);

}

int main(void) {
int x = 1;

printf(”Gl. prog. 1: x = %d\n”, x);
f(&x);
printf(”Gl. prog. 2: x = %d\n”, x);

return 0;

Primjer 10.2.1 ispisat ¢e

Gl. prog. 1: x =1
Funkcija 1: a =1
Funkcija 2: a = 2
Gl. prog. 1: x =1

dok ¢e primjer 10.2.2 ispisati

Gl. prog. 1: x
Funkcija 1: *a =
Funkcija 2: *a =
Gl. prog. 1: x

NN~ B~

[ako radimo naizgled istu stvar, promijenili smo varijablu koja je bila pozivni argument
funkcije. Zasto? Pogledajmo sto se dogada u memoriji (slike 10.1 1 10.2).

Obje slike prikazuju dijelove memorije u kojima se nalaze varijable x i a. Lijevo
od memorije su popisane memorijske lokacije (ovdje ad hoc izmisljene; u stvarnosti ih
dodjeljuje racunalo, bez utjecaja korisnika na stvarne vrijednosti). Bitno je da te lokacije
idu po redu, jedna za drugom.

U primjeru 10.2.1, varijabla a je tipa int i prilikom poziva funkcije poprima vrijednost
parametra x. To znaci da je vrijabla a kopija varijable x. Evaluiranjem izraza a++ mi
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Odmah nakon pozivafunkcije Nakon promjene varijable a u funkciji
% /\_/
2473849 2473849
2473848 1 a 2473848 2 a
2473847 2473847
. . 1 . .
1234570 1234570
1234569 1234569
1234568 1 X 1234568 1 X
1234567 1234567
/L /x/

Slika 10.1: Memorija u primjeru 10.2.1

mijenjamo vrijednost te kopije, no varijabla x ostaje nepromijenjena. Naravno, prilikom
izlaska iz funkcije, varijabla a se brise i promjena “nestaje”.

S druge strane, u primjeru 10.2.2, varijabla a je tipa int* (pointer na int, odnosno
adresa memorijske lokacije na kojoj se nalazi neka vrijednost tipa int). Sliéno prethodnom
primjeru, prilikom poziva funkcije varijabla a poprima vrijednost parametra, no ovaj put
to je &x. Podsjetimo se: operator “&” vraca adresu varijable koja se nalazi iza njega, pa
&x vraca adresu varijable x. Zbog toga, na slici 10.2 varijabla a ima vrijednost 1234568,
Sto je adresa varijable x. Analogno tome, izraz *a oznac¢ava memorijsku lokaciju na adresi
a, pa promjenom vrijednosti *a (izraz (xa)++) efektivno mijenjamo vrijednost varijable
X.

Napomena 10.2.1. Rijec je o jednoj od najvaznijih stvari u C-u. Proucite dobro, dok
niste apsolutno sigurni da Vam je potpuno jasno, te na racunalu rijesite sve zadatke 1z
ovog poglavlja!

Zadatak 10.2.1. Sto ispisuje sljedeci program?

#include <stdio .h>

void f(int *a, int b) {
int xc;
c = &b;
(xa)++; bt+; (*xc)++;

}
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Odmah nakon poziva funkcije
/_b
2473849
2473848 1234568 a
2473847
. . 1234568
1234570
1234569
1234568 1 x
1234567
/_\/

int main(void)
int a =1, b

Nakon promjene varijable *a u funkciji

2473849
2473848
2473847

1234570
123456

1234568
1234567

/_l/

Slika 10.2: Memorija u primjeru 10.2.2

{

10, ¢ = 100;

printf(?a =%, b =%, ¢ = %d\n”, a, b, c);

f(&a, b);

printf(?a =%, b =%, ¢ = %d\n”, a, b, c);

return 0;

Rjesenje. Program ispisuje

a=1, b =10,
a=2,b=10,

c = 100
c = 100

x(=+a)

lako imamo izraz (xc)++ koji je slican izrazu (*a)++, on nece izmijeniti niti varijablu ¢
iz, glavnog programa (jer s njom nema veze), niti varijablu b iz glavnog programa, jer je
c pointer na varijablu b iz funkcije, a ona sama je kopija varijable b iz glavnog programal
Zbog toga izraz (*c)++ radi isto Sto i b++ — mijenja lokalnu kopiju varijable b iz glavnog

programa.

]

Zadatak 10.2.2. Napisite funkciju koja omogucuje zamjenu vrijednosti dva realna broja.

Napomena 10.2.2 (Cesta greska). Dio programa koji ne zamjenjuje dvije varijable,
ali se cesto — greskom — pojavijuje u kolokvijima 1 zadacama:
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X =Y,
y =%

U trenutku kad je racunalo izvrsilo naredbu x = y, obje varijable ée poprimiti vrijednost
koju je na pocetku imala varijabla y, pa ée originalna vrijednost varijable x biti izqubljena.
Naredba y = x pridruzuje varijabli y novu vrijednost varijable x, sto je vrijednost koju y
tonako vec ima od prije.

Postoje jezici (mpr. ASM — me Assembler!) u kojima prikazana konstrukcija zaista
majenja vrigednosti dvije varijable. No, u “klasicnim” jezicima to ne vrijedi.

Rjesenje (ispravno). Potrebna nam je pomocna varijabla istog tipa kao x i y (potrebno
ju je deklarirati na pocetku bloka u kojem se nalazi zamjenal):

double pomocna = x;

X =Y
y = pomocna;

Funkciju za zamjenu dva realna broja mozemo sloziti pomoc¢u varijabilnih parametara,
pri ¢emu funkcija ne treba vracati nikakvu vrijednost (tj. njen povratni tip je void):

void swap(double xx, double xy) {
double temp;

temp = *x;
*¥X = *Yy;
*y = temp;

]

Primijetimo da je varijabla temp “obicni” double, tj. nije pointer na double. Kad bi
ona bila pointer na double, znacilo bi da — kao i x i y — pokazuje na neku memorijsku
lokaciju u kojoj se nalazi nesto tipa double. No, za razliku od x i y, nemamo ni jednu
¢eliju na koju bi temp pokazivala, pa bi kod izvrSavanja doslo do greske. Vise o ovome
bit ¢e receno u poglavlju o dinamickim varijablama.

Napomena 10.2.3 (Cesta greska). To §to je varijabilni parametar pointer i dalje ne
znaci da mozZemo njega mijenjati tako da promgjena afektira parametar s kojim je funkcija
pozvana. MozZemo mijenjati iskljucivo ono na Sto varijabilni parametar pokazuje! Na
primjer, sljedeca funkcija nece napraviti nista:

void f(double xx, double xy) {
double xtemp;

temp = x;
*® = Vs
y = temp;
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Preciznije, ona ée zamijeniti privremene pointere x 1y, ali ne i vrijednosti celija na koje
ont pokazuju. Nakon izvrsavanja funkcije, pointeri x vy se gube, pa njihova zamjena ne
utjece na odgovarajuce varijable iz glavnog programa.

Zadatak 10.2.3. Napisite funkciju koja preko varijabilnog parametra ponistava pokazivac
na cijeli broj, tj. postavlja ga na vrijednost NULL.

Rjesenje. Princip je isti kao i do sada, ali sintaksa moze djelovati zbunjujuc¢e. Ovdje
zelimo mijenjati varijablu koja je tipa int* (pointer na int). To znaci da varijablini
parametar mora biti tipa int** (pointer na pointer na int).

void nullify (int =xxx) {
*x = NULL;
}

]

Zadatak 10.2.4. Napisite funkciju shift () koja prima tri cijela broja, te th cirkularno
“pomice” u desno na nacin da trecem pridijeli vrijednost drugog, drugom vrijednost prvog
1 prvom vrijednost treceg.

Uputa. Ovo je, u osnovi, malo modificirani swap (). O

Zadatak 10.2.5. Napisite funkciju koja prima tri argumenta: prirodni broj n € N, te
pointere x 1y na prirodne brojeve. Funkcija treba naci najmangi i najveci prosti faktor
broja n, te th preko parametara x iy vratiti u glavni program. Sama funkcija ne vraca
nikakvu vrijednost (tj. ona je tipa void).

Zadatak 10.2.6. Napisite funkciju koja za zadani prirodni broj n € N wvracéa sumu 1
produkt svih prirodnih brojeva strogo mangjih od n.

Uputa. Funkcija ne moze vratiti vise od jedne vrijednosti, pa je zadatak potrebno rijesiti
pomocu varijablinih parametara. O
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Poglavlje 11

Nizovi (polja)

Nizovi (polja ili indeksirane varijable) su varijable koje u sebi sadrze vise vrijednosti istog
tipa. Deklariramo ih navodenjem tipa vrijednosti i “duljine niza”, tj. broja vrijednosti
koliko najvise mozemo pospremiti u niz.

11.1 Uvod

Primjer 11.1.1. Nizove x od (najvise) 17 cijelih brojeva iy od (najvise) 19 realnih brojeva
deklariramo na sljedeci nacin:

int x[17];

double y[19];

Napomena 11.1.1. U deklaraciji niza, npr. int x[nl], duljina (v ovom primjeru n)
mora biti zadana konstanta, a nikako ne varijabla ili izraz ¢ija vrijednost nije jednoznacno
odredena u trenutku compiliranja!

Pojedinim vrijednostima pristupamo navodenjem imena varijable i indeksa.

Napomena 11.1.2. Indeksi “krecu” od nule 1 moraju biti strogo mangi od broja elemenata
nizal

Na primger, za niz int x[5] indeksi kojima smijemo pristupati su 0, 1, 2, 3 ¢4, ali ne
i 5 (ili bilo koji broj veéi od 5). Takoder, ne smijemo pristupati niti negativnim indeksima.

Primjer 11.1.2. Sljedeéi dio programa postavlja treéi element varijable x na vrijednost
13, wspisuje prui element varijable y, te ucitava sedmi element varijable x:

x[2] = 13;
printf("%g”, y[0]);
scanf ("%d” , &x[6]);

121
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Nizove mozemo deklarirati i tako da ih odmah inicijaliziramo (navedemo pocetne vri-
jednosti njihovih elemenata).

Primjer 11.1.3.

int a[17] = {1, 3, 7};
int b[] = {1, 3, 7};

Varijable a i b razlikuju se u duljini: a je niz sa 17 elemnata od koji prva tri imaju
vrijednosti 1, 3 1 7 (respektivno), dok su ostale vrijednosti nula; b je niz od tri elementa
(ponovno s vrijednostima 1, 3 1 7 respektivno). Ovaj primger identic¢an je (do na dodanu
varijablu i) sljedeéem kodu:
int a[l17], b[3],
al0] = 1; a[l] = 3; a[2] = T;
for (i = 3; 1 < 17; i++) af
— i =

Napomena 11.1.3. Ako nizu nije zadana pocetna vrijednost, njegovi elementi nece
imati vrijednost nula, nego cée ta vrijednost biti slucajna (kao i kod “obi¢nih” varijabli kad
ih neinicijaliziramo)!

Primjer 11.1.4.

int x[17];

int y[17] = {0};

Nakon izvrsavanja ovog dijela programa, varijabla x ce biti niz od 17 cijelih brojeva nepoz-
nate vrijednosti, dok ce varijabla y biti niz od 17 cijelih brojeva koji svi imaju vrijednost
nula.

Napomena 11.1.4. Opcenito, nizove ne mozZemo odjednom ispisati ili ucitati:

int x[17];
scanf(”...7, &x);
printf(”...”7, x);

nego moramo raditi sa svakim pojedinim clanom niza (npr. pomocu for () -petlje). Iznimka
su nizovi znakova (tzv. stringovi) koje éemo naknadno obraditi.

Zadatak 11.1.1. Napisite program koji ucitava prirodni broj n < 20, te n prirodnih
brojeva. Nakon ucitavanja, brojeve treba ispisati u obrnutom redoslijedu.

Rjesenje. Ovdje ¢emo upotrijebiti unsigned int, kako bismo pokazali da kod unsigned
tipova treba dodatno pripaziti.

#include <stdio .h>

int main(void) {
unsigned int n, x[20];
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int i;
printf(” Unesite n: 7 );
scanf ("%u” , &n);

if (n>0) {
for (i = 0; i < n; i++) {
printf(” Unesite x[%d]: 7, 1);
scanf ("%u”, &x[i]);
}

printf(”Ispis brojeva u obrnutom redoslijedu:\n”);
for (i =n—-1; i >= 0; i—)
printf ("%u\n”, x[i]);

} else {
printf(”Odabrali ste unos nula brojeva, ”);
printf(”pa ja nemam sto raditi...\n”);

}

return 0;

]

Napomena 11.1.5. Da je tip varijable i u prethodnom programu bio unsigned int,
uvjet for () -petlje bio bi uvijek istinit. Moguce je i definirati varijablu i tako da bude
tipa unsigned int, no onda moramo izmijeniti for () -petlju (naravno, na nacéin da daje
jednaki ispis). Na primjer:

for (i = 1; i <= n; i++)
printf ("%u\n”, x[n — i]);

il

for (i =n; i > 0; i—)
printf ("%u\n”, x[i — 1]);

Ispis iz prethodnog zadatka, izveden u jednoj liniji uz zareze izmedu brojeva, mozemo
napraviti ovako:

printf(”Ispis brojeva u obrnutom redoslijedu: %u”,
x[n—1]);

for (i =n— 2; 1i>=0; i—) printf(?, %", x[i]);

printf(”\n”);

ili, pomoc¢u while ()-petlje (i bez pomoc¢ne varijable i):

printf(”Ispis brojeva u obrnutom redoslijedu: %u”,
x[-—n]);

while (n) printf(”, %u”, x[——n]);

printf(”\n”);
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Zadatak 11.1.2. Napisite dio programa koji za zadani prirodni broj n ispisuje njegove
znamenke “ispravnim” redoslijedom (od lijeve prema desnoj).

Rjesenje koje smo prije vidjeli:
while (n > 0) {

printf (?%d\n”, n % 10);

n /= 10;

}

ispisuje znamenke u “pogresnom” redoslijedu (od desne prema lijevoj). Da bismo dobili
“ispravni” redoslijed, znamenke broja smjestamo u niz, te ga ispisujemo unatrag. No,
prilikom deklaracije niza potrebno je utvrditi koliko niz mora biti dugacak?

Mogucée je precizno izracunati najveéi moguéi broj znamenaka (neovisno o rac¢unalu na
kojem se program compilira), no to zahtijeva dodatna znanja, pa ¢emo samo pretpostaviti
da broj n ima manje od 100 znamenaka.

Rjesenge.
int znam[100], i = 0;
while (n > 0) {
znam[i++] = n % 10;
n /= 10;
}
while (i) printf("%d\n”, znam[——i]);

]

Zadatak 11.1.3. Napisite dio programa koji ucitava cijele brojeve dok ne ucita nulu
ili 17 brojeva. Potrebno je ispisati indeks i vrijednost broja koji ima najvecu apsolutnu
vrijednost (bez koristenja funkcija iz stdlib.h, tj. bez koristenja funkcije abs () i sli¢nih).

Rjesenge.
int x[17], n, i, max = 0, maxi = 0;
for (n = 0; n< 17; n++) {

scanf ("%d” , &x[n]);

if (!x[n]) break;
}

for (i = 0; i < mn; i++) {
int abs = (x[i] < 0 ? —x[i] : x[i]);
if (abs > max) {
max = abs;
maxi = 1i;
}

}

printf(”?Index: %d; Vrijednost: %d\n”, maxi, x[maxi]);



L w [ =

© oo ~ [=2] ot

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

11.1. UvoD 125

]

Zadatak 11.1.4. Napisite program koji ucitava prirodne brojeve dok ne ucita nulu. Za
svaku znamenku od 0 do 9 program treba ispisati koliko se puta pojavila (u svim ucitanim
brojevima zajedno, ne racunajuci nulu kojom se prekida ucitavange).

Rjesenge.
#include <stdio .h>
int main(void)

int zn[10]
int x;

{
{0}7 i = 0;

while (1) {
printf(” Ucitajte broj #%d: 7, ++i);
scanf ("%d” , &x);
if (!x) break;

while (x) {
zn [x % 10]4+;
x /= 10;

}

}

for (i = 0; i < 10; i++)
printf ("%d: %d\n”, i, zn[i]);

return 0;

Zadatak 11.1.5. Rijesite prethodni zadatak bez upotrebe nizova!

Zadatak 11.1.6. Napisite dio programa koji ucitava n realnih brojeva (n < 19 je zadan).
Potrebno je ispisati indeks i vrijednost broja koji je najudaljeniji (ima najveéu apsolutnu
razliku) od svog sljedbenika. Ako takvih ima vise, ispiSite samo prvog.

Rjesenge.
double x[18], max = 0;
int i, maxi = 0;

for (i = 0; i < n; i++)
scanf ("%lg” , &x[i]);
for (i =0; i <n— 1; i++) {
double razlika = x[i] — x[i+1];
if (razlika < 0) razlika = —razlika;
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if (razlika > max) {
max = razlika;
maxi = i;
}
}

printf(”Index: %d; Vrijednost: %g\n”, maxi, x[maxi]);
O

Zadatak 11.1.7. Promijenite prethodno rjesenje tako da ako traZenih brojeva ima vise,
program ispise zadnjeg.

Uputa. Prethodnom rjesenju je dovoljno dodati tocno jedan znak. Naravno, smijete to

rijesiti 1 “kompliciranije”. O]

11.2 Nizovi kao funkcijski argumenti

Napomena 11.2.1 (Ekvivalencija polja i pointera). U C-u je niz (polje) ekvivalentan
pointeru na nulti element tog polja, tj. vrijedi:

p < &pl0]
Stovise, vrijedi i opéenitije:
p + i< &pli]
tj.
x(p + 1) & pli]

Vise rijeci o ovome bit ¢e u poglavlju o dinamickim nizovima. Ono $to nama za sada
treba je Cinjenica da se niz proslijeden kao argument funkcije ponasa jednako kao pointer.
To znadi da ako smo funkciji proslijedili niz niz i izvrSimo pridruzivanje

pl0] = 17;
to je jednako kao da smo napisali
*p = 17;

Sto znaci da ne mijenjamo varijablu p nego ono na sto ona pokazuje. Zbog toga, promjena
¢e se odraziti i na “originalni” niz u glavnom programu.

Dapace, kad “posaljemo” niz u funkciju, zapravo se u memoriji kopira samo adresa nul-
tog elementa niza, dok sam niz ostaje nepromijenjen u memoriji. Zato su svi elementi
takvog niza varijabilni argumenti funkcije!
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Niz, kao argument funkcije, navodimo jednako kao i u deklaraciji varijable u koju
pohranjujemo niz, osim §to mozemo izostaviti duljinu niza (upravo zato jer ta deklaracija
ne alocira cijeli niz, nego samo jedan pointer).

Zadatak 11.2.1. Napisite funkciju koja prima niz realnih brojeva, te vracéa sumu njegovih
elemenata.

Rjesenje. Niz je odreden elementima i duljinom. Kad se u zadatku kaze da funkcija
prima niz nekakvih podataka, onda se obi¢no podrazumijeva da zadajemo dva argumenta:
sam niz i prirodni broj koji predstavlja njegovu duljinu! Duljinu ne prosljedujemo kao
argument ako ona nije potrebna (sljedeéi zadatak).

double sum(double niz[], int n) {
double s = 0;
int i;
for (i = 0; i < n; i++) s += niz[i];
return s;

}

Varijabla n je obi¢ni argument (nije niti niz niti pointer), pa ju smijemo mijenjati bez
posljedica po odgovarajuéu varijablu s kojom je funkcija pozvana. Zbog toga (i zbog
komutativnosti zbrajanja) funkciju mozemo i ovako napisati:

double sum(double niz[], int n) {
double s = 0;
while (n— > 0) s+= niz[n];
return s;

}
O

Zadatak 11.2.2. Napisite funkciju koja prima niz cijelih brojeva i cjelobrojne argumente
i 4 x. Funkcija treba postaviti vrijednost i-tog elementa niza na x. Napisite © program za
testirangje funkcije.

Rjesenje. Ovdje je potrebno nesto napraviti na nekom elementu niza, sto ne ovisi o duljini
niza (ne pise da treba provjeriti ispravnost parametra i, tj. da je on nenegativan i strogo
manji od duljine niza). Zbog toga nam ovdje ne treba duljina niza kao argument funkcije.
Ocito, funkcija ne mora vratiti nikakvu vrijednost.

Da bismo testirali funkciju, potrebno je dva puta ispisati niz (prije i nakon poziva
funkcije). Zato ¢emo ispis niza smjestiti u zasebnu funkciju (print_niz()). Takoder,
kad samo testiramo funkciju, ne moramo ucitavati brojeve; mozemo ih zadati kao dio
programa.

1 #include <stdio .h>

2

3

void set (int niz[], int i, int x) {
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void print_niz(int niz[], int n) {
int i;

printf(”Elementi niza: %d”, niz[0]);
for (i = 1; i < n; i++) printf(”, %d”, niz[i]);
printf(”\n”);

}

int main(void) {
int n =5, x[] = {17, 19, 23, 29, 31};

print_niz(x, n);
set (x, 3, 17);
print_niz(x, n);

return 0;

}

Na slici 11.1 mozete vidjeti skicu memorije prilikom poziva funkcije set (), uz zanemari-
vanje velicina memorijskih lokacija (u stvarnosti, ¢elije su razlicitih veli¢ina; mi ovdje,
zbog jednostavnosti, uzimamo veli¢inu 1). O

Zadatak 11.2.3. Napisite funkcije za traZenje minimuma i maksimuma niza realnih bro-
jeva.

Rjesenje. “Klasicno” rjeSenje:

double min(double niz[], int n) {
int i;
double res = niz [0];
for (i = 1; i < n; i++)
if (niz[i] < res) res = niz[i];
return res;
}
double max(double niz[], int n) {
int i;
double res = niz [0];
for (i = 1; 1 < n; i++4)
if (niz[i] > res) res = niz[i];

return res;

}

Rjesenje se moze napisati i malo kompaktnije:
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2473849
2473848
2473847

1234570
1234569
1234568
1234566
1234565
1234564
1234563

1012345
1012344
1012343

1234564

31
29
23
19
17 niz[ 0]

1234564 niz

/X/

Slika 11.1: Prikaz memorije prilikom poziva funkcije set () u rjesenju zadatka 11.2.2

double min(double niz[], int n) {

double res = niz[——n];
while (n——) if (niz[n] <
return res;

}

res) res = niz[n];

double max(double niz[], int n) {

double res = niz[——n];
while (n—) if (niz[n] >
return res;

}

res) res = niz|[n];

Oba rjesenja su podjednako dobra (usteda od jedne cjelobrojne varijable je zanemariva).

Primijetite da oba rjeSenja pretpostavljaju da je n > 0, tj. da niz nije prazan. Kad
bi niz bio prazan, minimum i maksimum ne bi bili definirani, a zadatak nista ne govori o

tom slucaju.

O

Zadatak 11.2.4. Napisite funkcije min() i max() tako da primaju jos jedan parametar
x tipa double. Funkcije trebaju vracati minimum (odnosno maksimum) niza, osim za
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prazan niz za kojeq trebaju vratiti vrijednost x.

Zadatak 11.2.5. Napisite funkciju koja prima niz realnih brojeva. Funkcija treba vratiti
sumu elemenata niza, te — pomocu varijabilnih parametara — najmangi i najveci element
niza. Pri tome smijete koristiti funkcije iz zadatka 11.2.5.

Za vijezbu, mozete bilo koji od zadataka iz predhodnih poglavlja o programiranju
pretociti u jednu ili ¢ak vise funkcija.

11.3 Hornerov algoritam

Zadatak 11.3.1. Napisite dio programa koji za zadani niz realnih brojeva a duljine n+1
(n je takoder zadan) i za zadani realni broj x ispisuje vrijednost polinoma

pr) = Zaﬂi = ap + a7 + a2 + -+ - + a,z".
i=0

Ocito, ali lose rjesenje je:

Rjesenge.

double p = 0;

int i, j;

for (i = 0; i <=n; i++) {
double pot = 1;
for (j = 0; j < i; j++) pot *= x;
p += ali] * pot;

¥

printf(”p(%g) = %g\n”, x, p);
O

3

Ovo rjesenje ima daleko previse mnozenja. Npr. z° rac¢unamo za svaki indeks ¢ > 3.

Donekle bolje rjesenje je:
Rjesenge.
double p = 0, pot = 1;
int i, j;
for (i = 0; i <=n; i++) {
p += ali] * pot;
pot *= x;

}
printf("p(%g) = %g\n”, x, p);
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[ako ima puno manje mnozenja, ovo rjesenje jos uvijek nije dovoljno dobro zbog nu-
mericke nestabilnosti (potencije mogu biti jako velike, pa se javlja overflow ili underflow).
Daleko bolje rjesenje mozemo dobiti izlu¢ivanjem zajednickih potencija iz dijelova poli-
noma:

p(x) = ag + a17 + agx® + azaz® + agxt + -+ ap_ 12" + a2
= ag + z(a1 + aox + azz® + ayx® + -+ ap_ 12" F apr™ )
= ag + (a1 + z(ay + azx + agx® + - + ap_12" % + a,2"?))

(
= ao + x(ay + z(ay + v(ag + agx + - + a1 2" + a2 %))
( )

1

)

= ag + x(ar + x(az + x(as + z(ag + - - - + x(an-1 + zay) .
Sada, po koracima, mozemo racunati:

Po = Gn

D1 = Gp—1 + TPo
D2 = Gp—2 + TP1
D3 = Ap-3 + TP2

Pn-1 = Q1 + TPp2

DPn = Qo + TPp—1,
pa je p(z) = p,. Opisani postupak zove se Hornerov algoritam.

Hornerov algoritam.

p=0;

for (i =n; i>= 0; i—)
Pp=Dp * x + ali];

printf ("p(%g) = %g\n”, x, p);

]

Zadatak 11.3.2. Napisite dio programa koji ucitava realni broj x, te za zadani niz a
duljine 2*n ispisuje vrijednost pi(z) - po(z) gdje je

p1(2) = ap + apx + agw® + -+ agy_ox™ !

po(2) = a1 + asx + asz® + -+ ag, 12"t

Rjesenje. Pomoc¢u dvije primjene Hornerovog algoritma racunamo pi(x) i pa(z), a zatim
dobivene vrijednosti mnozimo.

scanf ("%g” , &x);
pl = 0;
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for (i =2 xn— 2; 1> 0; i = 2)
pl = pl *x x + a[i];
p2 = 0;
for (i =2 %n—1; i>=1; i —= 2)

p2 = p2 *x x + ali];

printf ("pl(%g) * p2(%g) = %g\n”, x, x, pl * p2);

Primijetimo da oba polinoma mozemo racunati u istoj petlji:

scanf ("%g” , &x);

pl = 0;
p2 = 0;
for (1 =2 xn—-1; i>=1; i —= 2) {
pl = pl *x x + a[i — 1];
p2 = p2 *x x + ali];
}
printf(7pl(%g) * p2(%g) = %g\n”, x, x, pl * p2);
ili
scanf ("%lg” , &x);
pl = 0;
p2 = 0;
for (i =n— 1; i >=0; i—) {
pl = pl * x + a2 * i];
P2 = p2 *x x + a2 * i + 1];
}

printf("pl(%g) * p2(%g) = %g\n”, x, x, pl * p2);

]

Napomena 11.3.1. U posljednja dva rjesenja prethodnog zadatka, vrijednost polinoma
racunamo u istoj for () -petlyi jer polinomi imaju jednak broj koeficijenata. Da nije tako,

morali bismo svakoga racunati u zasebnoj petlyi jer se petlja “vrti”

polinom ima koeficijenata.

onoliko puta koliko

Zadatak 11.3.3. Napisite funkciju koja kao parametre prima realni broj x, niz realnih
brojeva a i cijeli broj n, pri cemu je niz a duljine 2% (n+1). Funkcija treba Hornerovim

algoritmom izracunati i vratiti vrijednost pi(z) + po(x) gdje je

pi(z) = ap + a1z + axr® + -+ a,a”

2 n
P2(x) = Apg1 + Qpyo® + Api3s” + - -+ A

Rjesenge.
double p(double x, double a[], int n) {

double pl = 0, p2 = 0;
for (i =n; i >=0; i—) {
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pl = pl % x + a[i];
p2 = p2 * x + a[i + n + 1];

}

return pl + p2;

]

Zadatak 11.3.4. Napisite dio programa koji ucitava realni broj x, te za zadani niz a
duljine m+n+2 ispisuje vrijednost pi(x) — po(x) gdje je

p1(z) = ap + a1z + agr® + - + apa”

2 m
P2(2) = Ang1 + Qo + g3t + -+ Qpgng1 @

Opcenito, probleme s Hornerovim algoritmom je najlakse rijesiti svodenjem polinoma

na oblik
f(n) 4
)Y agmh(z),
=0

tj. preslagivanjem polinoma na nac¢in da potencije argumenta (ovdje je to h(z)) idu redom
od nule (bez “preskakanja” potencija). Tada programski isjecak koji ra¢una vrijednost
polinoma izgleda ovako:
p=0;
for (i = f(n); i >=0; i--)

=p * h(x) + alg(i)];

p p* r(x);
pri cemu za r(x), f(n), g(i) i h(x) treba uvrstiti stvarne formule.

Primjer 11.3.1.

n n—i __ n )
1Y paa™ ™t = an T
1

Dakle: r(x) =1, ?(n) =n, g(i) =n — 1, h(x) = x, pa Hornerov algoritam izgleda
ovako

1 p = O;

2 for (i =n; i >= 0; i—)

Dakle: r(z) = z, f(n) = n, g(i) = i, h(z) = z, pa Hornerov algoritam izgleda

ovako

1p:07

2 for (i =n; i > 0; i—)
3 pP=px*x+ a[i];

1 p k= X;
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8. Doy gt = YIS ap iy I = 2P ST P i (2?)
Dakle: r(x) = 2°, f(n) =n —2, g(i) = 2i + 4, h(x) = 22, pa Hornerov algoritam
1zgleda ovako:
p = 0;
for (i =n—- 2; 1i>=0; i—)
p=p * (x * x) + a2 x i+ 4];
P ¥= X * X * X % X * X;

- w [ -

il
1 p=0;
> for (i =n— 2; i>= 0; i—)
3 p=p=x* (x x x) + a2 x i+ 4];
1+ for (i = 0; 1 < 5; i+4) p *= x

Zadatak 11.3.5. Napisite program koji ucitava prirodne brojeve m i n takve da je m+n <
100, te m+n+1 realnih brojeva (a;)“5™. Program treba ispisati koliko je p(ag), pri cemu

je
Yo
p(x) - m+n : i—m’
D it G
Na primjer, za m=3, n=2 i niz brojeva all = {2,3,5,7,11,13} program treba ispisati
1.10811, jer je

3.245-2247.28 6420456 82 41
9) — _ — 1.10811.
p(2) 11-2+ 13- 22 2+52 74 37

Zadatak 11.3.6. Napisite program koji ucitava prirodne brojeve m i n takve da je m+n <
100, te m+n—+1 realnih brojeva (a;)7=4". Program treba ispisati koliko je p(ay,), pri cemu
je

D ie 01 a;z’

m+n i m "
Zi:erl a;r

p(x) =

Na primjer, za m=3, n=2 i niz brojeva all = {2,3,5,7,11,13} program treba ispisati
0.37535, jer je
2-7°+3.-7T'+5-77  2+21+245 268

=g mr — meer o

Zadatak 11.3.7. Napisite program koji ucitava prirodni broj n, te n® + 1 realnih brojeva
(ai)gio. Program treba ispisati koliko je p(ay,z), pri cemu je

n—1n-(i+1)—

IS e

j=n-
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Na primjer, za n=3 i niz brojeva
all = {2, 0.3, 0.5, 2, 0.3, 0.5, -2, 3, -7, 0.7}
program treba ispisati —=20.07, jer je

p(0.7) = (2+0.3-0.7+0.5-0.7%)-
(240.3-0.740.5-0.7%)-
(=243-0.7—-7-0.7%)

= 2.455 - 2.455 - (—3.33) = —20.06999325
~ —20.07.

Zadatak 11.3.8. Napisite program koji ucitava prirodni broj n, te n + 1 realnih brojeva
(a;)"_y. Program treba ispisati koliko je p(ag), pri cemu je

Na primjer, za n=3 i niz brojeva all = {0.7, 2, 0.3, 0.5} program treba ispisati
10.8511, jer je

p(0.7)=2-(24+0.3-0.7) - (2+0.3-0.740.5-0.7%) = 2- 2.21 - 2.455 = 10.8511.

11.4 Sortiranje

Da bismo u nekom nizu mogli sto brze pronaéi neki podatak (ili utvrditi da ga u nizu
nema), korisno je poredati elemente niza po nekom kriteriju (npr. po veli¢ini). Osnovna
operacija koja nam pri tome treba je zamjena vrijednosti dviju varijabli, sto je obradeno
u zadatku 10.2.2.

Nadalje, treba nam prerasporedivanje elemenata niza.

Zadatak 11.4.1. Napisite dio programa koji ucitani niz realnih brojeva x duljine n in-
vertira (poreda tako da mu elementi idu obrnutim redoslijedom: x,_1,Tp_o,...,21,To).
U rjesenju smijete koristiti funkciju swap() iz zadatka 10.2.2.

Rjesenje (pogresno). Zamjenjujemo i-ti element s lijeva i i-ti element s desna:
int i;

for (i = 0; i < n; i++) swap(&x[i], &x[n—-1-i]);

Ovakva zamjena ¢e dva puta zamijeniti svaki par (z;,z,_1_;) elemenata, Sto znac¢i da ¢e
niz na kraju ostati nepromijenjen! O

Rjesenje. Zamjenu i-tog elementa s lijeva i i-tog elementa s desna treba napraviti samo
u jednoj polovici niza:
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int i;
for (i = 0; i < n/2; i++) swap(&x[i], &x[n—-1-i]);

ili, ako uzmemo u obzir ekvivalentnost nizova i pointera u C-u:

int i;
for (i = 0; i < n/2; i++) swap(x+i, xtn—-1-i);

Bez koristenja funkcije swap (), rjesenje izgleda ovako:
int i;
for (i = 0; i <n/2; i++) {

double temp = x[i];

x[i1] = x[n—-14i];

x[n—1+i] = temp;

}
O

Sada smo oboruzani s dovoljno znanja da mozemo poredati elemente niza po veli¢ini.

Zadatak 11.4.2. Napisite program koji ucitava brojn < 1719, te niz od n cijelih brojeva.
Brojeve treba sortirati uzlazno po velicini, te ispisati sortirani niz.

Primijetimo da je niz (7;)}-, sortiran ako i samo ako vrijedi:

Vi,j: (i <j)=z; <z

Dakle, potrebno je “protrcati” po svim parovima indeksa ¢ i j takvima da je i < j i
provjeriti jesu li z; i x; u ispravnom poretku. Ako nisu, potrebno ih je zamijeniti.

Rjesenge.

#include <stdio .h>

int main(void) {
int niz[1719];
int n, i, j;

printf(” koliko elemenata ima niz? ”);

scanf ("%d” , &n);

for (i = 0; i < mn; i++) {
printf(”unesite %d. broj: 7, i + 1);
scanf ("%d” , &niz[i]);

for (i =0; i <n— 1; i++)
for (j =1+ 1; j <n; j++)
if (niz[i] > niz[j]) {
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int temp = niz[i];
niz[i] = niz[j];
niz[j] = temp;

}

printf(”sortirani niz:\n”);
for (i = 0; i < n; i++)
printf(” %d\n”, niz[i]);

return 0;

}
O

Prikazani algoritam se zove “klasi¢ni sort”. Preciznije, rije¢ je o “loSoj” varijanti tog
sorta, jer se radi previse zamjena za svaki element niza. Puno je bolje prvo na¢i najmanji
element niza u dijelu niza s indeksima od 72 do n — 1, pa onda njega zamijeniti s ¢-tim
elementom niza (pogledati predavanja):

for (1 =0; i <n-— 1; i++) {

int temp;
int mini;
mini = i;
for (j =1+ 1; j <n; j++)
if (niz[mini] > niz[j]) mini = j;
temp = niz[i];
niz[i] = niz[mini];
niz [mini] = temp;

}

ili jos malo bolje (ne radi zamjenu elementa sa samim sobom):

for (i =0; i <n— 1; i++) {

int mini;
mini = i;
for (j =1+ 1; j <mn; j++)
if (niz[mini] > niz[j]) mini = j;
if (mini > i) {
int temp = niz[i];
niz[i] = niz[j];
niz[j] = temp;

}
}

Zadatak 11.4.3. Rijesite prethodni zadatak tako da niz sortirate silazno (od najveieg
broja prema najmangjem,).

Uputa. Dovoljno je izmijeniti jedan znak u prethodnom rjesenju. O
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Zadatak 11.4.4. Napisite dio programa koji ucitava prirodni broj n < 1317, te niz od
n cijelth brojeva. Brojeve treba sortirati silazno po sumi znamenaka, te ispisati sortirani
niz.

Rjesenge.
1 int x[1316];
2 int n, i, j;

+ printf(”Koliko elemenata ima niz? 7);

5 scanf ("%d”, &n);

7 for (i = 0; 1 < mn; i++) {

8 printf(” Unesite %d. broj: 7, i + 1);
9 scanf ("%d” , &x[i]);

0}

u for (i =0; i <n-—1; i++) {

12 /% Suma znamenaka elementa x/[i] %/
13 int sumal = 0,

14 x1 = (x[i1] <0 ? —x[i] : x[i]);
15 while (Xl > O) {

16 sumal += x1 % 10;

17 x1 /= 10;

s}

19 for (j =14+ 1; j <n; j++) {

20 /% Suma znamenaka elementa x[j] */

21 int suma2 = 0,

. x2 = (x[j] <07 —x[j] : x[j]);

23 while (X2 > 0) {

24 suma2 += x2 % 10;

25 x2 /= 10;

26 }

27 /% Usporedba suma znamenaka brojeva x[i] i x[j] =/
28 if (sumal < suma2) {

29 /% Zamjena x[i] i x[j] x/

30 int temp = x[i];

51 x[i] =x[j];

32 x[j] = temp;

33 /% Sada x[i] ima sumu znamenaka suma2 )/
34 sumal = sumaZ2;

35 }
36 }
37 }

38
39 printf(”Sortirani niz:\n”);
w0 for (i =0; i <n; i++)
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printf(” %d\n”, x[i]);

Primijetimo da se mijenja samo uvjet zamjene (usporedujemo sume, a ne same brojeve),
dok sama zamjena ostaje nepromijenjena (i dalje zamjenjujemo elemente niza)!

Prilikom racunanja suma znamenaka gledali smo apsolutne vrijednosti elemenata niza
jer za negativne vrijednosti operator % vraca negativne vrijednosti, sto bi dalo pogresan
rezultat!

Ovdje imamo dva puta napisan prakticki isti kod (onaj za ra¢unanje zbroja zname-
naka). To je puno lakse rijesiti upotrebom funkcije koja ¢e zbrojiti znamenke broja i
vratiti tu vrijednost:

#include <stdio .h>

int suma_znamenaka(int x) {
int suma = 0;
if (x < 0) x =—x;
while (x > 0) {
suma += x % 10;

}

int main(void) {
int x[1316];

int n, i, j;

printf(” Koliko elemenata ima niz? ”);
scanf ("%d” , &n);
for (i = 0; i < n; i++) {
printf(” Unesite %d. broj: 7, i + 1);
scanf ("%d”, &x[i]);
}

for (i =0; i <n— 1; i+4) {
int sumal = suma_znamenaka(x[i]);
for (j =i+ 1; j <n; j++) {
if (sumal < suma_znamenaka(x[]j])) {
/

/+ Zamjena x[i] i x[j] =

int temp = x[1i];

x[i] = x[j];

x[j] = temp;

/ * Sada x[i] ima sumu znamenaka koju je
prije imao x [j ]. Dakle |, treba azurirati
stanije varijable sumal . * /

sumal = suma_znamenaka(x[1i]);
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}
}
}

printf(” Sortirani niz:\n”);
for (i = 0; i < n; i++)
printf(” %d\n”, x[i]);

return 0;

]

Napomena 11.4.1. Suma znamenaka ce se za veéinu brojeva racunati mnogo puta. Na
Zalost, ovo mozemo izbjeéi samo uwvodenjem pomoénog niza, Sto je cesto mepoZeljno (i
zabranjeno u zadacima) zbog poveéane potrosnje memorije.

Zadatak 11.4.5. Rijesite prethodni zadatak uvodenjem pomocénog niza u kojem Ccete
cuvatt sume znamenaka elemenata pocetnog niza tako da se te sume racunaju tocno jed-
nom za svaki broj.

Uputa. Pazite da prilikom zamjene treba zamjenjivati elemente oba niza! O
Primijetimo da je niz (z;)}-, sortiran ako i samo ako vrijedi:
1€ {0,1,,n—2}:>33@ < Ziy.

Drugim rijecima, sortiranje mozemo provesti tako da usporedujemo samo susjedne ele-
mente niza. Algoritam za sortiranje koji koristi ovo svojstvo zove se Bubble sort.

Zadatak 11.4.6. Napisite dio programa koji uzlazno sortira zadani niz a s n realnih
brojeva primjenom Bubble sorta.

Ono §to trebamo raditi je “protréati” nizom i zamijeniti svaka dva susjedna elementa
koji nisu u dobrom poretku. Na taj nacin ¢emo donekle ispraviti niz, ali ga, na zalost,
ne¢emo u potpunosti sortirati. “Trcanje” je potrebno raditi dok god niz ne postane
sortiran, tj. dok god ne “protréimo” kroz niz bez i jedne zamjene.

Bubble sort.

int nered;
do {
nered = 0;
for (i = 0; i <n
if (a[i] > a[i+
double temp =
a[i] = a[i + 1

— 1; i++)
) A
[i]

1

)

I

]
]
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al[i + 1] = temp;
nered = 1;

}

} while (nered);

]

Primijetimo da ¢e ve¢ u prvom prolazu najveci element niza do¢i na zadnje mjesto (jer
je veci od svih, pa Ce se stalno raditi zamjene). Dakle, njega vise ne moramo provjeravati.
Zbog toga mozemo malo smanjiti obim posla koji rac¢unalo mora obaviti:

Malo brzi Bubble sort.

int nered;
int zadnji = n;
do {
nered = 0;
zadnji ——;
for (i = 0; i < zadnji; i++)
if (ali] > a[i+1]) {

double temp = a[i];
a[i] = ali + 1];
al[i + 1] = temp;
nered = 1;

}

} while (nered);

]

Iz ovog rjesenja je ocito i koliko puta ¢e se izvrsavati tijelo for () petlje u najgorem
slucaju: u prvom koraku while ()-petlje n — 1 put, u drugom n — 2 puta, ..., u zadnjem
koraku jednom. Dakle, ukupno:

n(n—1)

2
Sto znaci da i ovaj algoritam, slicno klasicnom sortu, ima kvadratnu slozenost. Ipak, ta
slozenost se postize u najgorem i u prosjecnom slucaju, ali u idealnom slucaju (kad je
niz veé sortiran), algoritam samo n — 1 puta izvrsava if () (i provjeru uvjeta i inkrement
for O-petlje), te tri puta pridruzivanje (zadnji = n, nered = 0 i zadnji--) i jednom
provjeru uvjeta do...while petlje. Ukupno, slozenost (u idealnom slucaju!) je samo
linearna, sto je ipak brze od klasi¢nog sortiranja.

(n—1)+(n—2)+ - +2+1=

11.5 Pretrazivanje

Zadatak 11.5.1. Neka je ucitan niz cijelih brojeva x duljine n. Napisite dio programa
koji ée provjeriti nalazi li se uw nizu x zadani cijeli broj y. Ako se nalazi, potrebno je
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ispisati njegov indeks; u protivnom treba ispisati odgovarajucu poruku.

Rjesenje. “Tr¢imo” po svim elementima niza. Ako nademo y, prekidamo “trc¢anje”.
Nakon petlje provjeravamo jesmo li iz petlje izasli jer je indeks “izletio” iz niza (t]. postao
prevelik). Ako je, znaé¢i da nismo nasli trazeni broj; u protivnom, broj se nalazi na indeksu
na kojem smo prekinuli petlju:

int i;
for (1 = 0; i < n; i++)
f (x[i] = y) break;
if (1 < mn)
prlntf(” roj %d se nalazi u nizu i ima indeks %d\n”,
yo 1);
else

printf(”Broj %d se ne nalazi u nizu.\n”, y, 1i);
]

Zadatak 11.5.2. Neka je ucitan uzlazno sortirant niz cijelih brojeva x duljine n. Na-
pisite dio programa koji ¢e provjeriti nalazi li se u nizu x zadani cijeli broj y. Ako se
nalazi, potrebno je ispisati njegov indeks; u protivnom treba ispisati odgovarajucu poruku.

Ocito, ovaj zadatak mozemo rijesiti jednako kao i prethodni, no mozemo i efikasnije,
koristenjem podatka da je niz (uzlazno) sortiran. Osnovna ideja je iskoristiti sljedeéu
¢injenicu (koja vrijedi za sortirane nizove):

r<a;, = (Vj>i:z<aj)
r>a= Vj<i:z>a))

Dakle, prvi “sumnjivi” element niza, tj. onaj koji provjeravamo, nalazi se u sredini
(ima indeks [%]). Ako je to element niza koji trazimo, problem je rijesen. Ako nije, onda
— ovisno o tome je li taj element veci ili manji od trazenog broja — znamo da se trazeni
broj ne nalazi u prvih ili u zadnjih [ %] + 1 elemenata niza. U svakom slucaju, odjednom

smo “rijesili” barem pola niza.
Korak algoritma koji pretrazuje elemente niza od indeksa 1ijevi do indeksa desni
mozemo zapisati opisno:

lijevi+desni

e srednji = 3

e Ako jex = QAsrednyji-

Broj je naden =

e Ako je T < Qsredngji < Asredngji+1 <...
Broj se ne nalazi desno od srednjeg, pa u idu¢em koraku ne treba gledati nista od
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sadasnjeg srednjeg na desno. Drugim rije¢ima, nova desna granica je prethodnik
sadasnjeg srednjeg, tj.
desni = srednji — 1

e Ako je T > Qsrednji 2 Qsrednji—1 Z cee
Broj se ne nalazi lijevo od srednjeg, pa u idu¢em koraku ne treba gledati nista prije
sadasnjeg srednjeg (niti njega). Drugim rijecima, nova lijeva granica je sljedbenik
sadasnjeg srednjeg, tj.

lijevi = srednji + 1

Ovaj postupak ponavljamo dok ne nademo broj ili dok 1ijevi ne postane veé¢i od desnog
(jer je tada dio niza koji gledamo prazan).

Pocetne vrijednosti 1ijevog i desnog su pocetni prvi i zadnji indeks niza, tj. nula i
n—1.

Rjesenge.

int lijevi = 0, desni = n — 1, srednji;

while (lijevi <= desni) {
srednji = (lijevi + desni) / 2;
if (x = a[srednji]) break;
if (x < a[srednji])
desni = srednji — 1;
else
lijevi = srednji + 1;
}
if (lijevi <= desni)
printf(”Broj %d se nalazi u nizu i ima indeks %d\n”,
x, srednji);
else
printf(”Broj %d se ne nalazi u nizu.\n”, x);

]

Napomena 11.5.1. Prikazani algoritam zovemo binarno pretraZivanje i mozZemo ga
primijeniti kad god imamo niz koji je sortiran po istom kriteriju po kojem vrsimo traZenje.
Inace, potrebno je primijeniti klasicno pretraZivange (ono s pocetka ovog poglavlja).

Klasi¢no pretrazivanje opcenito nesortiranih nizova ima linearnu slozenost, dok bina-
rno pretrazivanje ima logaritamsku slozenost. Kao ilustraciju razlike ova dva algoritma,
zamislite kako biste u telefonskom imeniku nasli neku osobu kad ne biste uzeli u obzir da
je imenik abecedno sortiran, nego biste prezimena pretrazivali po redu.

Zadatak 11.5.3. Neka je ucitan stlazno sortirani niz cijelih brojeva x duljine n. Napi-
site dio programa koji ce provjeriti nalazi li se u nizu x zadani cijeli brojy. Ako se nalazi,
potrebno je ispisati njegov indeks; u protivnom treba ispisati odgovarajucu poruku.
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Ponekad trazimo sve elemente koji odgovaraju nekom kriteriju. Tada nam sortiranost
niza, u pravilu, ne pomaze.

Zadatak 11.5.4. Napisite dio programa koji ucitava prirodni brojn < 1719 ¢ niz x od n
realnih brojeva. Program treba izracunati aritmeticku sredinu niza 1 ispisati sve elemente
niza koji su strogo mangi od aritmeticke sredine.

Podsjetnik s predavanja. Aritmeticku sredinu niza definiramo formulom:

n—1
AS(CL): Zi:o a; _ a0+a1+---+an_1’

n n

a racunamo ju tako da “protr¢imo” kroz cijeli niz, zbrojimo sve elemente i na kraju

dobivenu sumu podijelimo s brojem elemenata. O
Rjesenge.

double x[1719], as = 0;

int n, 1i;

printf(”Koliko elemenata ima niz? 7 );

scanf ("%d” , &n);

for (i = 0; i < mn; i++) {

: ) : Y e .
printf(” Unesite %d. broj: 7, i + 1);
2 2 L .
scanf ("%lg”, &x[i]);
as +=X|:1], / * odmah racunamo sumu elemenata niza * /
as /: n, / * sumu jos treba podijeliti s n %/
/ * " Trcimo ” po nizu i ispisujemo elemente koiji s u * /
/ * manji od aritmeticke sredine * /

for (i = 0; 1 < n; i++)
if (x[i] < as) printf("%g\n”, x[i]);

]

Zadatak 11.5.5. Slicno zadatku 11.1.6: Napisite dio programa koji ucitava n realnih bro-
jeva (n <19 je zadan). Potrebno je ispisati indeks i vrijednost broja koji je najudaljeniji
(ima najvecéu razliku) od svog sljedbenika. Ako takvih ima vise, ispisite sve.

Uputa. Ova modifikacija nije jednostavna kao ona od zadatka 11.1.7. Ovdje je potrebno
napraviti dvije petlje: jednu koja ¢e traziti max i drugu koja ¢e ispisati sve one brojeve
¢ija je udaljenost od sljedbenika jednaka max. O

Zadatak 11.5.6. Napisite program koji u niz ucitava cijele brojeve dok god ne ucita nulu
(ili dok ne ucita 616 brojeva). Program treba ispisati indekse onih elemenata niza kojima
je prva znamenka manja od zadnje.
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Zadatak 11.5.7 (Slag na kraju). Napisite program koji u niz ucitava prirodne brojeve dok
god ne ucita prost broj (ili dok ne ucita 616 brojeva). Program treba ispisati one elemente
niza kojima je suma znamenka prost broj veéi od 17.

11.6 Dodavanje i brisanje elemenata

Ponekad je potrebno u nizove dodati nove ili izbrisati neke od starih elemenata. To se,
naravno, moze rjeSavati kreiranjem pomoc¢nih nizova, no takva rjeSenja su cesto mem-
orijski zahtjevna i komplicirana za izvodenje. Dodavanje i brisanje elemenata mozemo
jednostavno raditi na postoje¢im nizovima.

11.6.1 Dodavanje elemenata

Dodavanje elemenata smo veé¢ vidjeli u onoj najjednostavnijoj formi: uéitavanje (svaki
ucitani broj dodajemo na kraj do tada ucitanog niza). No, ponekad elemente treba
dodati na pocetak ili drugdje.

Zadatak 11.6.1. Napisite dio programa koji ce u ucitani niz x cijelih brojeva dodati broj
17 espred prvog neparnog broja. Duljina niza pohranjena je u varijabli n.

Rjesenje. Dodavanje radimo u dva koraka. Prvo je potrebno naci prvi neparni broj, a
zatim — ako takav postoji — sve elemente iza njega treba pomaknuti za jedno mjesto udesno
i broj n povecati za 1.
/% Trazenje prvog mneparnog */
for (i = 0; i < n; ++i)
if (x[i] % 2) break;

if (i <n) {
/x Pomicanje svih iza i—tog %/
for (j = n—1; j >=i; —j)

x[j+1] = x[j];

/% Smanjimo n */
++n;
/% Zapisujemo novi element x/
x[1] = 17;

}

Primijetite: ako u nizu nema neparnih brojeva, niz ¢e ostati nepromijenjen. ]

Napomena 11.6.1. Prilikom pomicanja elemenata udesno vazno je da petlja po varijabli
j ide s desna nalijevo. Sljedece pomicanje je pogresno jer ce “pregaziti” sve elemente
iza i-tog (pokusagte za niz 2, 3, 4, 5):
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/ * Pomicani e svih iza i—tog * /
for (j =1i; j < n; ++j)
x[j+1] = x[j];

Zadatak 11.6.2. Napisite dio programa koji ce u ucitant niz x cijelih brojeva dodati broj
17 2za prvog neparnog broja. Duljina niza pohranjena je u varijabli n.

Rjesenje. RjesSenje je identicno prethodnom, uz jedinu razliku u petlji za pomak udesno
(linija 7) i zadavanju vrijednosti 17 (linija 12).
/ * Trazenije prvog neparnog * /
for (i = 0; i < n; ++i)
if (x[i] % 2) break;

if (i <un) {
/x Pomicanje svih iza i—tog %/
for (j =n-1; j > i; —j)
x[j41] = x[j];
/% Smanjimo n x/
++n;
/+« Zapisujemo novi element %/
x[i+1] = 17;

}

Alternativno, mogli smo samo prije ubacivanja (tj. prije linije 6 ili 7) povecati vrijednost
varijable i za 1 1 u potpunosti primijeniti rjeSenje prethodnog zadatka. O]

Zadatak 11.6.3. Napisite dio programa koji ce u ucitani niz x cijelih brojeva dodati
brojeve 17 7 19

a) ispred
b) iza
c) i ispred i iza
prvog neparnog broja. Duljina niza pohranjena je u varijabli n.

Zadatak 11.6.4. Napisite dio programa koji ée u ucitant niz x cijelih brojeva dodati
brojeve 17 1 19

a) ispred
b) iza
c) i ispred i iza

zadngeg neparnog broja. Duljina niza pohranjena je u varijabli n.
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Uputa. Jedino $to se mijenja je dio programa koji trazi referentni ¢lan. Petlja u liniji 2
rjesenja zadatka 11.6.1 treba i¢i unatrag (od n — 1 do 0). O

Zadatak 11.6.5. Napisite dio programa koji ce u ucitani niz x cijelih brojeva dodati
brojeve 17 1 19

a) ispred
b) iza
c) i ispred i iza
treceg neparnog broja. Duljina niza pohranjena je u varijabli n.

Uputa. Jedino sto se mijenja je dio programa koji trazi referentni ¢lan. U petlju u liniji
2 rjesenja zadatka 11.6.1 treba dodati brojac koji se povecava sa svakim pronadenim
neparnim brojem. Petlja se prekida kad taj brojac dostigne vrijednost 3. [

Zadatak 11.6.6. Napisite dio programa koji ce u ucitant niz x cijelih brojeva dodati broj
2xy, 1spred svakog neparnog broja xy. Duljina niza pohranjena je u varijabli n.

Rjesenje. Ovaj bismo zadatak mogli rijesiti visestrukim ponavljanjem rjeSenja zadatka
11.6.1, no takvo rjesenje bilo bi komplicirano i sporo. Umjesto toga, zadatak ¢emo rijesiti
jednim prolazom kroz cijeli niz, prepisuju¢i elemente na njihova nova mjesta.

Kroz niz je potrebno prolaziti s desna na lijevo, kao i kod pomicanja elemenata za
jedno mjesto (iz istog razloga koji je objasnjen u napomeni 11.6.1). Postavlja se pitanje
odakle krenuti? Da bismo to znali, potrebno je prvo izrac¢unati novu duljinu niza.

#include <stdio .h>

void ispis(int x[], int n) {
int i;
printf (”%d”, x[0]);
for (i = 1; 1 < n; ++i)
printf (7, %d”, x[i]);

printf(”\n”);

}

int main(void) {
int x[1719], n, n2, i, j, br.dodanih = 0;

printf(” Unesite duljinu niza: 7);

scanf ("%d”, &n);

for (i = 0; i < n; ++i) {
printf(” Unesite %d. clan niza: 7, i+1);
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scanf ("%d” , &x[i]);
}

printf(”\nPrije dodavanja: ”);
ispis(x, n);

/+ Ra\v{c}unanje nove duljine niza =/
for (i = 0; i < n; ++i)

if (x[i] % 2 = 1) ++br_dodanih;
n2 = n + br_dodanih;

/+ Dodavanje novih elemenata +/
j = n2 — 1;
for (i =n—1; 1i>= 0; —i) {
x[j] = x[1];
—J;
if (x[i] %2 =1) {
x[j] =2 % x[i];
-1

}
}

= n2;

printf(”Nakon dodavanja: 7);
ispis(x, n);

return 0;

11.6.2 Brisanje elemenata

Zadatak 11.6.7. Napisite dio programa koji iz ucitanog niza x cijelih brojeva brise prui
parni broj. Duljina niza pohranjena je u varijabli n.

Napomena 11.6.2 (Ceste greske). Elemente koje Zelimo obrisati nije dovoljno zamijeniti
s nulom, jer je to samo zamgjena elemenata drugom vrijednoscéu, a broj elemenata u nizu
ostaje nepromijenjen.

Takoder, nije dovoljno niti samo ispisati niz bez elemenata koje Zelimo obrisati, jer se
samim ispisom niz uopce ne mijenja i ti elementi i dalje ostaju njegovi ¢lanovi.

Rjesenje zadatka 11.6.7. Sliéno rjeSenju zadatka 11.6.1, brisanje radimo u dva koraka.
Prvo je potrebno naci prvi parni broj, a zatim — ako takav postoji — sve elemente iza
njega treba pomaknuti za jedno mjesto ulijevo i broj n smanjiti za 1.
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/ * Trazenije prvog parnog * /
for (i = 0; i < n; ++i)
if (x[i] % 2 = 0) break;

if (i <mn) {
/% Pomicanje svih iza i—tog %/
while (i+1 < n) {
x[i] = x[i+1];
AFFL ¢
}

/ * Smanjimo n x/

}
O

Zadatak 11.6.8. Napisite dio programa koji iz ucitanog niza x cijelih brojeva brise zadng
parni broj. Duljina niza pohranjena je u varijabli n.

Zadatak 11.6.9. Napisite dio programa koji iz ucitanog niza x cijelih brojeva brise prui
parni broj i iduca dva elementa iza njega. Duljina niza pohranjena je u varijabli n.

Napomena 11.6.3. Pripazite postoje li traZena dva elementa niza. Na primger, ako je
prui parni broj u nizu predzadngi element, onda iza njega postogi samo jedan element niza,
pa ¢e ukupni broj obrisanih elemenata biti dva, a ne tri.

Zadatak 11.6.10. Napisite program koji ucitava prirodni broj n < 1719 i niz x od n
realnih brojeva. Program treba iz niza obrisati sve elemente koji su strogo mangi od arit-
meticke sredine svih elemenata niza, te ispisati tako nastali niz i novu aritmeticku sredinu
niza.

Rjesenje. Ovaj zadatak mozemo rijesiti viSestrukim ponavljanjem rjesenja prethodnog
zadatka, no to znaci da ¢emo mnogo elemenata pomicati vise puta po jedno mjesto, sto
je sporo.

Zato ovakvo brisanje (linije 35-44) radimo, kao i kod visestrukog dodavanja u zadatku
11.6.6, na naé¢in da po redu ¢itamo sve elemente (indeks i). One koje ne treba obrisati,
prepisujemo na nove pozicije te poveéavamo odgovarajuéi indeks (j) kako bi bio spreman
za zapisivanje iduceg broja. Za elemente koje treba obrisati, pamtimo koliko je obrisanih
(varijabla br_obrisanih), ali ne mijenjamo indeks j.

Na kraju je potrebno smanjiti vrijednost u varijabli n koja drzi duljinu niza.
#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>

void provjeri_n(int n) {

/ * aritmeticka sredina nije definirana za prazne nizove * /
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}

if (n=0) {
printf(”Niz je prazan.”);
exit (0);

}

double arsr(double niz[], int n) {

}

int i;

double sum = 0;

for (i = 0; i < n; ++i) sum += niz[i];
return sum / n;

int main(void)

{
double x[1719], as;
int n, i, j = 0, br_obrisanih = 0;

printf(” Unesite duljinu niza: 7);
scanf ("%d” , &n);

provjeri_n(n);

for (i = 0; i <mn; ++i) {
printf(” Unesite %d. clan niza: 7, i+1);
scanf ("%lf”, &x[i]);

}

as = arsr(x, n);
printf(” Aritmeticka sredina prije brisanja: %g\n”, as);

/% Brisanje x/
for (i = 0; i <mn; ++i) {
if (x[i] < as) {
++br_obrisanih ;
continue

if (i>j) x[j] =x[i];
++i;

n —= br_obrisanih ;

provjeri_n(n);

as = arsr(x, n);

printf(” Aritmeticka sredina nakon brisanja: %g\n”, as);

printf ("%g”, x[0]);
for (i = 1; i < n; ++i1)

11. N1zovi (POLJA)
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printf(”, %g”, x[i]);
printf(”\n”);

return 0;

}

Kod visestrukog dodavanja kroz niz prolazimo slijeva na desno. Utoliko je brisanje jednos-
tavnije od dodavanja jer nije potrebno unaprijed izra¢unati novu duljinu niza (v. rjesenje
zadatka 11.6.6). O

Zadatak 11.6.11. Napisite program koji ucitava prirodni broj n < 1719 i niz x od n
realnih brojeva. Program treba iz niza obrisati sve elemente kojima je index izmedu 7 1
19, te ispisati tako nastalt niz.

Zadatak 11.6.12. Napisite program koji ucitava prirodni broj n < 1719 4 niz x od n
realnth brojeva. Program treba iz niza obrisati sve elemente kojima je index prost broj, te
ispisati tako nastali niz.

Zadatak 11.6.13. Napisite program koji ucitava prirodni broj n < 1719 4 niz x od n
realnih brojeva. Program treba iz niza obrisati sve elemente kojima je index neka potencija
broja 2, te ispisati tako nastali niz.

Zadatak 11.6.14. Napisite program koji ucitava prirodni broj n < 1719 i niz x od n
realnth brojeva. Program treba iz niza obrisati sve elemente koji su strogo veci od svog
prvog susjeda slijeva, te ispisati tako nastali niz.

Napomena 11.6.4. Pripazite odakle c¢itate niz, jer prvi element niza nema lijevih susjeda.

Zadatak 11.6.15. Napisite funkciju koja prima niz realnih brojeva, te iz njega brise
najmangi element. Ako se taj pojavljuje u nizu vise puta, treba obrisati samo najljevijeg
od njih.

Rjesenje. Podsjetimo se: niz je odreden s dva podatka, sto znaci da funkcija mora primiti
barem dva argumenta (polje i duljinu niza). Prilikom brisanja elemen(a)ta, potrebno
je smanjiti duljinu niza, te ju nekako vratiti u glavni program. To mozemo napraviti ili
preko povratne vrijednosti funkcije ili preko varijabilnih argumenata. Prvi nacin je obi¢no
jednostavniji, no nije primjenjiv kad funkcija mora vratiti jos neku vrijednost.

Kao sto znamo, polja se uvijek prenose kao varijabilni argumenti, pa njih mozemo
mijenjati bez posebnih “zahvata”.

void brisi(double x[], int *n) {
double min;
int i, j;
/% Ako je mniz prazan , nemamo sto raditi x/
if (n = 0) return;
/% Trazimo mnajmanji element niza %/
min = x[0];
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for (i = 1; i < *n; +4+i)
if (x[i] < min) min = x[i];
/% Brisemo prvo pojavljivanje mnajmanjeg elementa niza %/
for (i = 0; i < *n; ++i) {
if (x[i] = min) {
for (j = i+1; j < #n; ++j) x[j—-1] = x[j];
——(m);
return;
}
}

Primjer poziva funkcije:

double x[1719];
int n;

brisi(x, &n);

Ista funkcija bez varijabilnih argumenata izgleda ovako:

int brisi(double x[], int n) {

double min;
int i, j;

/* Ako je =niz prazan , nemamo sto raditi */
if (n = 0) return O0;
/% Trazimo mnajmanji element niza %/
min = x[0];
for (i = 1; i < n; ++i1)

if (x[i] < min) min = x[i];
/% Brisemo prvo pojavljivanje mnajmanjeg elementa mniza */
for (i = 0; i < n; ++i) {

if (x[i] = min) {

for (j = i+1; j < n; ++j) x[j-1] = x[j];
—n;

return n;

}
1

Primjer poziva funkcije:

double x[1719];

int n;

n = brisi(x, n);

Ovakvo rjesenje nece biti primjenjivo u zadatku 11.6.18.

11. N1zovi (POLJA)
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Zadatak 11.6.16. Napisite funkciju koja prima niz realnih brojeva, te iz njega brise
najmangi element. Ako se taj pojavljuje u nizu vise puta, treba obrisati samo najdesnijeg
od njih.

Uputa. RjeSenje je slicno prvom iz zadatka 11.6.15, uz promjenu smjera vanjske petlje
kod brisanja (linija 11). O

Zadatak 11.6.17. Napisite funkciju koja prima niz realnih brojeva, te iz njega brise
najmangi element. Ako se taj pojavijuje u nizu vise puta, treba obrisati sve njih.

Uputa. Rjesenje je najlakse napraviti po uzoru na ono iz zadatka 11.6.10, no moze se
napraviti i slicno prvom rjesenju zadatka 11.6.15, uz brisanje naredbe return u liniji 15 i
premjestanje inkrementa ++i iz for-petlje u else (ako je element s indeksom i obrisan,
tada na njegovo mjesto dolazi onaj koji je prije bio na indeksu i+1, sto znaci da jos nije
provjeren i u tom slucaju se ++i ne smije izvrsiti). O

Zadatak 11.6.18. Napisite funkciju koja prima niz realnih brojeva, te iz njega brise
najmangi element. Ako se taj pojavljuje u nizu vise puta, treba obrisati sve njih. Funkcija
kao povratnu vrijednost treba vratiti broj obrisanih elemenata.
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