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SadrzZaj predavanja
e,

@ Primjer iz prakse (nastavak):
@ Model hladenja u pec¢ima za prokaljivanje plinom.

@ Modelni problem — jednadzba provodenja topline u
1D.

@ Parabolicka jednadzba u jednoj dimenziji:
@ Linearni i nelinearni oblik problema.
@ Opdi oblik rubnih uvjeta.

@ Numericko deriviranje — osnovne formule za funkcije
jedne varijable.

@ Formule za ODJ — po vremenu.

@ Diskretizacija parabolicke jednadzbe 1 “mrezna”
aproksimacija.
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SadrzZaj predavanja (nastavak)
D

@ Razni oblici diskretizacija i numericko rjesavanje:

@ Eksplicitna metoda — linearni problem.
@ Stabilnost eksplicitne metode — problem izbora
koraka.

Implicitna metoda — linearni problem.

Implicitna metoda — nelinearni problem.
Crank—Nicolson metoda — linearni problem.
Crank—Nicolson metoda — nelinearni problem.
Diskretizacija rubnih uvjeta — dodatne jednadzbe.
Rjesavanje tridijagonalnog linearnog sustava.

PpERPPPEP

Metoda jednostavne iteracije za nelinearni problem.
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Informacije
D

Konzultacije (trajno, nazalost):
@ utorak, 16-17 sati, petak, 19-20 sati.
Sljedeca dva petka — 10. 4. 1 17. 4., nema konzultacija.

Promjena termina nastave — sredeno:
@ utorak, 14-16 sati, ovdje u Praktikumu 1.

Sljededi tjedan imamo nastavu, da nadoknadimo prosli tjedan.
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Primjer iz prakse
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Sadrzaj

@ Primjer iz prakse (nastavak):
@ Model hladenja u pec¢ima za prokaljivanje plinom.

@ Modelni problem — jednadzba provodenja topline u
1D.
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Sto se zbiva — osnovne stvari u modelu

TGS,
Sto se stvarno zbiva? Komad ¢elika ili legure

@ prvo se termicki obraduje u peci na visokoj temperaturi,

@ a zatim prokaljuje — naglo hladi, jakim puhanjem
hladnog plina.

@ Plin se posebno hladi u izmjenjivacu topline (IT).

Treba modelirati drugu fazu obrade — prokaljivanje komada.

Osnovne stvari u modelu:
@ Komad je prostorno opisan/zadan podrucjem  C R3.
@ Prokaljivanje poc¢inje u trenutku ¢ = 0.

@ U tom trenutku, cijeli komad ima konstantnu pocetnu
temperaturu 1.
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Osnovne stvari u modelu i sto se traZi
]

Pretpostavka Ty = const je realisticna u konkretnoj situaciji,
nakon termicke obrade komada, tik prije prokaljivanja.

@ Tipi¢ne vrijednosti 7y mogu dosti¢i 1100 °C.

Sto se trazi?

@ 'Treba naci raspodjelu temperature 1" u komadu za
vrijeme prokaljivanja,

@ tj. nac¢i T" kao funkciju polozaja x € ) i vremena t > 0.

Model:

@ Raspodjela temperature u tom komadu odredena je
jednadzbom provodenja topline.
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Model — jednadzba provodenja topline

Jednadzba provodenja topline (JPT) ima oblik

T
pc %_t = div(Agrad T'),

uz oznake:
x € ) — prostorne koordinate, svaka u [m],
t > 0 — vrijeme 8],
T =T(x,t) — temperatura [°C] ili [K].

Fizikalna svojstva materijala od kojeg je napravljen komad su:
p — gustoca [kg/m?],
¢ — specifiécna toplina [J/(kg K)],
A — toplinska vodljivost [W /(m K)].

ZR2 20009, 3. i 4. predavanje — p.9/61




Nelinearnost modela — jednadzbe
I am—aa

Napomena. Zbog raspona temperature u procesu, sva fizikalna

svojstva
Py, C A

izravno ovise o temperaturi 7' — rjesenju jednadzbe.

Ako zelimo razumno toc¢an model, ova svojstva
@ ne mozemo uzeti konstantnima, tj. neovisnim o 7.

Zato cijeli problem postaje nelinearan!

Implicitno — preko T, “koeficijenti” p, ¢, 1 A u jednadzbi
@ postaju funkcije od x i t.

Tako ih “tretiramo” kod numerickog rjesavanja jednadzbe.
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Pocetni i rubni uvjeti
D

Pocetni uvjet je konstantna raspodjela temperature
T(x,0) =Ty, x=¢€f.

Ova pretpostavka nije narocito bitna.
@ Funkcija Ty smije ovisiti o polozaju .

To nista ne mijenja u postupku rjesavanja jednadzbe.

Rubni uvjeti trebaju reprezentirati prijelaz toplinske energije
izmedu

@ povrsine komada (0f2) i

@ okolnog medija prokaljivanja — to je hladni plin, koji se
“upuhuje” velikom brzinom i pod velikim pritiskom.
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Rubni uvjeti — Newtonov zakon hladenja

Model ponasanja na rubu 0f) je Newtonov zakon hladenja

oT
)\%——O{(T—Tx),

gdje je:
n — vanjski vektor normale na 0,
T, — temperatura okolnog hladnog plina [°C]| or [K],

a — Newtonov koeficijent povrsinskog prijenosa topline

(W/(m* K].

Opcenito, obje velicine — temperatura 7, i koeficijent «

@ ovise o (x,t) na rubu 0f).
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Rubni uvjet — inverzni problem
—————,,

U ovom modelu rubnih uvjeta

@ vanjsku temperaturu 7, mozemo smatrati poznatom
(na primjer, izmjerenom),

@ ali, koeficijent « je nepoznat.

Drugim rijecima, da bismo iskoristili ovaj model,
@ prvo treba naci a,

Sto znaci da treba rijesiti inverzni problem!

Kako izrac¢unati o za dani komad, uz dane uvjete ohladivanja?
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Rjesenje inverznog problema
O e——.

Op¢i numericki postupak je:
@ mjeriti temperature pri, ili na rubu komada,

@ iskorititi ta mjerenja kao Dirichletove rubne uvjete i
rijesti jednadzbu provodenja topline,

@ produljiti ili ekstrapolirati rjeSenje prema rubu (ako
treba),

@ izracunati o numerickim deriviranjem.

Nazalost, gotovo nemoguce je razumno to¢no izmjeriti bilo
koji rubni uvjet u 3D prostoru,

@ na pr., temperaturu pri rubu, ili vanjsku temperaturu.

Tj., imamo nerjesivi model!
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Redukcija dimenzije u modelu
.

Dakle, prisiljeni smo na dodatno pojednostavljenje:
@ reducirati nerjesivi 3D model na jedan od standardnih
(i rjesivih) 1D modela.
Dvije osnovne geometrije koje dozvoljavaju 1D model su:
@ beskonacna ploca,

@ beskonac¢ni cilindar.

U nastavku slijedi opis racunanja « za “beskonacne” ploce.
Postupak za “beskonacne” cilindre je vrlo slican.

Da ne bi bilo “prejednostavno”, gledamo
@ asimetri¢no ili dvostrano hladenje — tzv. lezeca ploca,

@ za razliku od simetricnog hladenja — tzv. stojec¢a ploca.
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Model beskonacne ploce
L

U modelu beskona¢ne ploce imamo:
@ tanku lezec¢u celicnu plocu,
@ inicijalno zagrijanu na uniformnu temperaturu 7y,
@ hladenu plinom koji puse iznad ploce.

Plin, zatim, prolazi kroz izmjenjivac¢ topline (I'T) i hladi se,
prije nego Sto se opet upuhuje odozgo.

Modelna situacija je prikazana na sljedecoj slici, koja pokazuje
@ presjek ploce, 1

@ polozaje termo—elemenata za mjerenje temperature.
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Model beskonac¢ne plo¢e — slika

Smjer puhanja hladnog plina

RER

£L'=b2

x:a,2 ____A _______________
r=0 -----------mmmm -
rX—=0AaA] ==-=-—--=-=="""-"-"-"-"-"--—--
ZU:bl *

Produljenje rjesenja
ili ekstrapolacija

T, izmjerena temperatura plina iza IT

nepoznati as (vrh)

T,,, izmjerena temperatura pri vrhu

T, izmjerena temperatura u centru

T, izmjerena temperatura pri dnu

nepoznati a; (dno)

T, izmjerena temperatura plina prije I'T
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Izmjerene temperature
e

Model, za sebe, zahtijeva samo 4 izmjerene temperature

Tn17 Tnga Tzvla Txg-

U praksi, obi¢no se jos mjeri i T, u jezgri (ili centru) ploce,
koja sluzi kao referentna vrijednost, za provjeru rezultata.

Sve temperature se mjere u diskretnim vremenskim trenucima,

@ obicno razmaknutim 1s, ali razmak moze i¢i i do 10s u
nekim slucajevima,

@ do nekog zavrsnog trenutka tgp,;, tipicno 1800 s,

@ i zaokruzuju na najblizi °C.
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Izmjerene temperature komada
o — 55

U praksi je tocno mjerenje povrsinskih temperatura (u by i by)
gotovo nemoguce.

Stvarna mjerenja se vrse u tockama aq 1 ay ispod povrsine,
tako da je by < a1 1 ay < bo.

Zato rjesenje problema treba “produljiti” s |ay, as] na [by, bs).
'To se moze napraviti

@ metodom kvazi-reverzibilnosti (Lattes i Lions), ili

@ jednostavnom ekstrapolacijom, ako su dubine |b; — a;]
relativno male, obzirom na ukupnu debljinu by — b; ploce.

Eksperimenti pokazuju da je jednostavna ekstrapolacija
dovoljna za dubine < 10% ukupne debljine. Radi i do 20%.
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Numericko rjeSenje — 1. faza
D ——

Stvarni racunanje se provodi u dvije faze.

Faza 1: Ra¢unanje « (inverzni problem), t € [0, tgnal:

@ rijesi JPT na |aq,as] s izmjerenim temperaturama T, i
1), kao rubnim uvjetima,

©

produlji ili ekstrapoliraj rjesenja na [b, b,

[

izracunaj o, o, Koristeéi izmjerene temperature plina
T, 11;,, respektivno,

@ provjerl greske u izracunatoj centralnoj temperaturi,
obzirom na T, (jedna referentna tocka).
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Numericko rjeSenje — 2. faza
.

Faza 2: Verifikacija modela (direktni problem), ¢t € [0, tgpall:

@ rijesi JPT na [by, bs] s Newtnovim zakonom hladenja kao
rubnim uvjetom, koristeéi izracunate oy, as (iz Faze 1),

@ provjeri greske u izracunatim temperaturama u aq, centru
i as, obzirom na T,,,, T i T}, (tri referentne tocke).

U simetri¢nom problemu (stojeca ploca) je T,,, = T, i
T, =1,,, paje dovoljno

@ rijesiti “pola” problema na [0, as], odnosno, [0, by,

@ a rubni uvjet u 0 je Neumannov (simetrija).
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Numericko rjesenje — problemi i pristupi
D

Tocna i efikasna implementacija obje faze sadrzi nekoliko
zanimljivih numerickih problema.

@ Sve izmjerene temperature (osim 7,.) moraju biti
izgladene prije koristenja. To se radi

@ kubi¢nom splajn aproksimacijom u smislu najmanjih
kvadrata (Dierckx).

@ Isto vrijedi i za sve izracunate vrijednosti a(t) (funkcije,
a ne tablice).

@ Rjesavanje JPT se radi nelinearnom implicitnom
metodom (u obje faze). Nelinearnost se rjesava

@ jednostavnom iteracijom u svakom vremenskom
koraku.
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Numericko rjesenje — problemi i pristupi
.

Kljucna stvar za tocnost:

@ Numericko deriviranje — potrebno za «, bazirano je na

@ aproksimaciji polinomima niskog stupnja u smislu
najmanjih kvadrata,

a ne na interpolaciji (bilo koje vrste).
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Modelni problem u 1D

“beskonacna” ploca
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1D model za beskonacnu plocu
L

Nakon redukcije dimenzije problema na 1D, za ploc¢u trazimo
@ raspodjelu temperature 1" duz poprecnog presjeka ploce,
tj. za prostornu koordinatu x vrijedi z € |a, b, gdje je

@ |a,b] = “radna” debljina ploce.

Ovisno o fazi rjesavanja problema, debljina moze varirati:

@ U fazi 1 je |a,b] = a1, as), ili |a,b] = [0, as]| (za simetri¢ni
problem).

@ U fazi 2 je |a,b] = [by, bs], ili [a,b] = |0, bs] (za simetriéni
problem).

Molim oprost za oznake!
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Model — jednadZba provodenja topline u 1D

Jednadzba provodenja topline (JPT) u 1D ima oblik

T _ 0 (» 8_T)
ot ~ 9x\" oz )
uz oznake:
r € |a,b] — prostorna koordinata |[m)],

t > 0 — vrijeme 8],
T =T(x,t) — temperatura [°C] ili [K].

Fizikalna svojstva materijala od kojeg je napravljen komad su:
p — gustoca [kg/m?],
¢ — specifiécna toplina [J/(kg K)],
A — toplinska vodljivost [W /(m K)].
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Pocetni i rubni uvjeti za JPT u 1D
D

Pocetni uvjet je, opc¢enito,
T(x,0) =Ty(x), x € la,b,
s tim da je Ty(x) = Ty = const u nasem problemu.

Rubni uvjeti u fazi 1 za nesimetri¢ni problem su Dirichletovi:
T(a,t)="T,,(t), T(bt)="T,(t), t>0.

Za simetricni problem, rubni uvjet u lijevom rubu je uvijek
Neumannov (u obje faze):

oT
%(a,t)—(), t>0,
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Rubni uvjeti za JPT u 1D

Rubni uvjeti u fazi 2 su Newtonov zakon hladenja.

U lijevom rubu — za nesimetri¢ni problem:

—()\ %) (a,t) = —au(t) (T(a,t) — Tp, (1)), t>0,

U desnom rubu — za oba problema:

()\ %) (b,t) = —as(t) (T(b,t) — Ty, ().t >0,

Napomena. U fazi 1, nakon produljenja, iz ovih jednadzbi
racunamo funkcije aq 1 an, numerickim deriviranjem.
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Poznate funkcije
L,

U ovom “matematickom” modelu, smatramo da su poznate:

@ sve tri funkcije svojstava materijala
P, € A

kao funkcije temperature T,
@ funkcija pocetne temperature Ty na segmentu |a, bl
@ sve 4 funkcije (temperature) koje ulaze u rubne uvjete
Tna7 T33a7 Tnba TQZ{,?
kao funkcije vremena t > 0, ili barem za sva “potrebna”

vremena t < fgpal-

U simetricnom modelu trebamo samo dvije funkcije 75, 1
1, na desnom rubu.
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Konstantni koeficijenti — linearni problem
OO,

Ako su sve tri funkcije svojstava materijala
Py, € A

konstantne funkcije — tj. brojevi (“koeficijenti” materijala),
onda jednadzbu provodenja (JPT) u 1D mozemo napisati u

obliku
OT X\ O°T
ot pc 0x?°

Ovo je linearna jednadzba. Koeficijent u jednadzbi

A
D= —
pC

je konstanta — katkad se zove konstanta difuzije.
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Standardni oblik jednadzbi

Odgovaraju¢om supstitucijom — “skaliranjem” vremena i/ili
prostora (na pr., t — Dt ili  — x/v/D),

@ koeficijent D se moze eliminirati.

Uz oznaku T' — u, jednadzba dobiva poznati jednostavni oblik
linearne parabolicke jednadzbe

ou  O0%u
ot  Ox2

Analogno, opca nelinearna varijanta problema ima oblik
ou 0 ou

5 = 90D 5, + /(@)

Ovo je nelinearna jednadzba difuzije. Ako je f(x) = 0, onda
dobivamo jednadzbu provodenja topline.
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Parabolicke jednadzbe u 1D
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Linearni i nelinearni oblik jednadzbe
e

U nastavku, radi jednostavnosti, gledamo samo sljede¢a dva
standardna oblika parabolickih jednadzbi u 1D. Kasnije ¢emo
se vratiti na modelni problem ploce.

Linearni oblik parabolicke jednadzbe:

ou_
ot Ox2’

Nelinearni oblik parabolicke jednadzbe:

Smatramo da je problem zadan za x € (a,b) it > 0.

Napomena. U primjerima cesto uzimamo da je f(z) = 0.
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Opci matematicki oblik problema
.

Uz jednadzbu, zadani su jos i pocetni uvjet
u(x,0) =v(x), =z € (a,b),
te rubni uvjeti na lijevom 1 desnom rubu intervala.

Opc¢i mjesoviti oblik rubnih uvjeta je

ou
gl,a(t) U(CL, t) — gQ,a(t) %(av t) — gO,a(t)a t >0,

ou

g1p(t) u(b,t) — gop(t) %(b, t) = gop(t), t>0,

gdje su gi.q, gip zadane funkcije, za ¢ =0, 1, 2.
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Posebni rubni uvjeti

Sve standardne oblike rubnih uvjeta mozemo dobiti
odgovarajué¢im izborom funkcija g;. (oznaka - = a ili b).

@ Dirichletov:

q1-(t) =1, g2.(t) =0.
@ Neumannov:

g1,.(t) =0, g2.(1) = 1.
@ Newtonov ili Robinov:

g1,-(t) = —a(t), g2.(t) = At), go, (1) = —a(t)uex(t),

s tim da A(t) racunamo iz pripadne vrijednosti rjesenja
u(-,t) na rubu, tj. A(t) = Au(-,1)).
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Princip rjesavanja
o —————————————

Za numericko rjesavanje domena problema je skup
{ (x,t) | x € la,b], t >0 }.
U toj domeni uvodimo diskretiziranu mrezu, preko

“pravokutne” (kartezijeve) diskretizacije po svakoj varijabli,

@ diskretizacija u vremenu X diskretizacija u prostoru.

Jednadzbu zatim diskretiziramo (u odgovaraju¢im tockama)
@ na primjer, prvo u vremenu, a onda 1 u prostoru.

Na isti nacin diskretiziramo pocetni uvjet 1 rubne uvjete.

Za diskretizaciju koristimo diskretne aproksimacije

@ (parcijalnih) derivacija — preko konac¢nih razlika, tj.
numericko deriviranje (slijedi u nastavku).
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Princip rjeSavanja (nastavak)
L arhh——

Na kraju, numericki rjesavamo tako dobiveni diskretizirani
model. Princip:

@ u vremenu — napredujemo, kao za inicijalni problem za

ODJ,

@ u prostoru — kao u rubnom problemu za ODJ.

Napomena. Obi¢no se uzima da je
@ pocetni uvjet Ty zadan na zatvorenom intervalu |a, 0],
@ a rubni uvjeti djeluju tek za ¢t > 0,

sto dozvoljava prekide rjesenja u tockama (a,0) i (b,0).
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Numericko deriviranje
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Numeri¢ko deriviranje
S

U praksi, cesto derivacije funkcije nisu dostupne, veé

@ treba aproksimirati derivaciju diferencijabilne funkcije f
na nekom skupu tocaka, korisStenjem samo vrijednosti
funkcije f u zadanim tockama.

Ideja. Aproksimacija derivacije = derivacija aproksimacije.

Koristimo interpolacijski polinom. Uz pretpostavku da je f
klase C"*ta, b], funkciju f mozemo napisati

f(z) = pa(z) + en(z),
gdje je p,(z) interpolacijski polinom

pn(z) = flxo] + flzo, 21] (T — 70)

_|_..._|_f[g;o,g;1,... ,xn] (x—xo)---(x—xn_1),
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Derivacija funkcije = derivacija interp. polinoma
O e——.

a e,(x) greska interpolacijskog polinoma

w(z)
n+1)

en(T) = ( | f(n+1)(§)~

Deriviranjem p,,, a zatim uvrStavanjem r = xry dobivamo
aproksimaciju za f'(xg)
p;z(x()) — f[ﬂ?(),flfl] + f[flfo, 331,5132] (330 — xl)

+ -+ flro, T, .. ] (kg — 1) -+ - (g — Tp1),

Ako f ima joS jednu neprekidnu derivaciju, tj. ako je f klase
C"™*?[a, b], onda je pogreska aproksimacije

FE)
(n+1)!

€y (o) = (w0 — 1) - -+ (w0 — @)
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Greska = derivacija greske interp. polinoma
e

Dakle, p/ (xg) je aproksimacija derivacije funkcije f u tocki xg
i vrijedi
f'(x0) = pp(x0) + €, (20).

Ako oznac¢imo s

H = m]?X\xo — T,

onda je, za H — 0, greska €/ (xg) reda veli¢ine
e (xg) < O(H™).

To nam pokazuje da aproksimacijska formula za derivaciju
moze biti proizvoljno visokog reda n, ali takve formule s
velikim n imaju ograni¢cenu prakticnu vrijednost.
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Numeri¢ko deriviranje — linearni polinom

Pokazimo kako se ta formula ponasa za niske n.
n = 1.

Aproksimacija derivacije je

Si—Jo _ Ji—Jo
/ L . _
pl('xO) - f[anxl] - T, — T - A )
pri cemu smo napravili gresku
(2) (2)
é@@zfzgn%_xﬁ:_f;@m

uz pretpostavku da je f € C°[xg, x1]. Greska je reda velicine

O(h) za h — 0.
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Numeric¢ko deriviranje — simetri¢na razlika

e I—————
n = 2.
Za n = 2, tocke x1, r9 mozemo uzeti na vise raznih nacina.

1. Simetrican izbor tocaka
[zaberemo 7 1 o simetri¢cno oko xg

I1:$0—|—h, ZCQZCCO—h.

Sugestivnija oznaka je

r_1 :— Tog,
jer se tocke pisu u prirodnom redosljedu: x_1, g, 1. U tom
slucaju je

py(zo) = flxo, x1] + flzo, 1, 2-1] (x0 — 21).
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Numeric¢ko deriviranje — simetri¢na razlika
O OOCeem—_———————

Izracunajmo potrebne podijeljene razlike.

te | flte]  fltestest])  fltes T, tore)
L1 J-1
Jo— J-1
h
Ji—2fo+ f-1
Lo fo oh2
J1— Jo
L1 J1 "

Uvrstavanjem dobivamo

/ ~h—fo h—=2fo+fa  hi—[a
Pal@o) = == — h 5 o
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Numeric¢ko deriviranje — simetri¢na razlika
.

Prethodnu formulu zovemo simetricna (centralna) razlika, jer
su tocke x1 1 x_1 simetriéne obzirom na x.

Takva aproksimacija derivacije ima bolju ocjenu greske nego
obi¢ne podijeljene razlike, tj. vrijedi

2. Slucaj x1 1 x5 s iste strane x
Rasporedimo, na primjer, x; i x9 desno od xy,

ZElzlEo—i—h, ZL'QZCEQ—FQh.
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Numeri¢ko deriviranje — drugi izbor tocaka

Iako su 1 u ovom slucaju tocke ekvidistantne, deriviramo u
najljevijoj, a ne u srednjoj tocki.

Pripadna tablica podijeljenih razlika je

L f[tk] f[tka tk—l—l] f[tka tk—l—la tk—|—2]
Lo Jo
fi—Jo
h
Jo—2f1+ Jo
L1 fi 272
f2— N
L2 Jo "
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Numeri¢ko deriviranje — drugi izbor tocaka

Konacno, aproksimacija derivacije u xq je

plz(fo) — f[x07x1] - f[ﬂ?o,ml, 332] ($0 — 5131)

_Ji—Jo _hf2—2f1+fo
- h 2h?
_ —Jat4/1—3)0
B 2h ’
dok je greska jednaka
(3) (3)
(o) = T (ay — ) (a = ) = 2 T8

tj. greska je istog reda velicine O(h?), medutim konstanta je
dvostruko veca nego u prethodnom (simetri¢nom) slucaju.
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Numeri¢ko deriviranje — zakljucci
D

Formula za derivaciju

@ postaje sve tocnija sto su blize tocke iz kojih se derivacija
aproksimira, tj. Sto je h manji.

To vrijedi samo teoretski.

U praksi, mnogi podaci su mjereni, pa nose neku pogresku, u
najmanju ruku zbog greSaka zaokruzivanja.

Osnovu numeri¢ckog deriviranja ¢ine podijeljene razlike,

@ ako su tocke bliske, dolazi do kracenja. Do krac¢enja mora
doci, zbog neprekidnosti funkcije f.

Problem je to izrazitiji, Sto su tocke blize, tj. sto je h manji.

Dakle, imamo dva oprecna zahtjeva na veli¢inu hA. Manji h
daje bolju ocjenu greske, ali ve¢u gresku zaokruzivanja.
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Numeri¢ko deriviranje — ilustracija problema

[lustrirajmo to analizom simetricne razlike,

f _f— / /

FOE)

f'(x0) ;

Pretpostavimo da smo, umjesto vrijednosti f_; i fi, uzeli malo
perturbirane vrijednosti

Ji=J1+e1, J-1=f1+¢e_q, le1], le—1| < e.

Ako odatle izrazimo f; 1 f_; i uvrstimo ih u formulu za
derivaciju, dobivamo

_fl_f—l &1 =&

/
o o T ealr).

f'(xo)
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Koliko malen smije biti h?
D

Prvi ¢lan s desne strane je ono sto smo mi zaista izracunali
kao aproksimaciju derivacije, a ostalo je greska.

Zbog jednostavnosti analize pretpostavimo da je
@ A prikaziv u racunalu,

@ greska pri racunanju kvocijenta u podijeljenoj razlici
zanemariva.

U tom je slucaju napravljena ukupna greska
B Ji— [ _ €1 —&-1

erry = f'(xo) o oy T e5(x0).

Ogradimo erry po apsolutnoj vrijednosti. Greska u prvom
¢lanu je najveca ako su €1 1 £€_1 suprotnih predznaka,
maksimalne apsolutne vrijednosti €.
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Koliko malen smije biti h?
D

Za drugi ¢lan koristimo ocjenu za e} (zg), pa zajedno dobivamo

lerry| < — 4+ —2h, Ms = max |f®(z)].
h 6 re[r_1,71]

Lako se vidi da je ocjena na desnoj strani najbolja moguca, tj.
da se moze dosti¢i. Oznacimo tu ocjenu s e(h)

M
e(h) = % + =20

Ponasanje ove ocjene 1 njezina dva ¢lana u ovisnosti od h
mozemo prikazati sljedeé¢im grafom.
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Koliko malen smije biti h?
D

Legenda:

@ plava boja — prvi ¢lan €/h oblika hiperbole, koji dolazi
od greske u podacima,

@ crvena boja — drugi ¢lan oblika parabole, koji
predstavlja maksimalnu gresku odbacivanja kod
aproksimacije derivacije podijeljenom razlikom,

@ zelena boja — oznacava zbroj gresaka e(h).
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Optimalni h
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Optimalni h

Odmah vidimo da e(h) ima minimum po h. Taj minimum se
lako racuna, jer iz

E M3
6/(h) — —ﬁ + ?h =0

izlazi da se lokalni, a onda (zbog €¢”(h) > 0 za h > 0) i globalni
minimuim postize za

Najmanja vrijednost funkcije je

3 /M 1/3
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Ukupna greska koju ne ocekujemo
L arhh——

To pokazuje da je ¢ak i u najboljem slucaju,

@ kad je ukupna greska najmanja, ona je reda velicine
O(£2/?), a ne O(e), kao §to bismo zeljeli.

To predstavlja znacajni gubitak tocnosti.
Posebno, daljnje smanjivanje koraka h samo povecava gresku!

Isti problem se javlja, 1 to u jos ozbiljnijem obliku, u
formulama viseg reda za aproksimaciju derivacija.
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Metoda konacnih diferencija za
prostorne varijable
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Aproksimacije konac¢nim razlikama
OO,

Za funkciju u(x) koristimo aproksimacije prostornih derivacija

ou i 02w
Ox =~ 0x2

@ podijeljenim razlikama unaprijed:

1to0

Ou _u(z+h)—u(r)
or h ’

@ podijeljenim razlikama unazad:

ou  u(x) —u(x —h)

Y

or h !

@ simetricnim razlikamas:

Ou u(:zH—h)—u(x—h).

Y
Y

ox 2h
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Lokalne greske diskretizacije
OO,

Koristenjem Taylorovog razvoja, za prethodne tri formule
imamo sljedece tri lokalne greske diskretizacije

@ za podijeljene razlike unaprijed:

@ za podijeljene razlike unazad:

82
(@) = +5h55(€), €€ (= ha)

@  za simetricne razlike:

83
(x) = —<h*S2(E), €€ —hoth)
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Aproksimacija druge derivacije

Za drugu derivaciju, imamo sljedec¢u aproksimaciju
simetri¢nim razlikama:

0*u 2u(x — hy)  2u(x)  2u(z 4+ ho)
1 (h1 + ho) byl (h1 + ha)ho

Razvojem u Taylorov red oko x dobivamo lokalnu gresku
diskretizacije

hg — hl (93U(x) B 1 hi’ -+ hg (9416
3  Ox3 12 hy + hg Oz*

0(x) = (€), € € (x = hy,x + hy).

Ako je hy bitno razli¢it od hg, imamo §(x) = O(h),
h = max{hy, hs}, a ako je hy = hy = h, imamo 6(z) = O(h?).
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Derivacije u jednadZzbi difuzije
.

Ako uzmemo diferencijalnu jednadzbu

9, 0
onda dobivamo sljede¢u aproksimaciju
2 (P 2a) = 22 (D) (uta + 1)~ )
o L (D) (ute + 1)~ u(@)) ~ Do = W)(u(a) — al — 1)
hi(p( Ju(z 4+ h) — (D(z) + D(z — h))u(z)

N

+D@—hmw—h0.
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Tocnije derivacije u jednadzbi difuzije

KoriStenjem simetri¢ne razlike dobivamo bolju aproksimaciju.
Nadalje, mozemo primijetiti da je simetricna razlika
aritmeticka sredina podijeljenih razlika unaprijed 1 unazad

8% (D(az)(%u) ~ %% (D (:1: + g) (u(z +h) — u(x))>

p(e+3)0

D (u
D (x . g) (u(z) — u(z — h))]
D

< | p(s+ 3 )u+m - (D(s+5) + (-3 ) Ju

1
h2 r+h)— u(:c))
1

+D(a:— —\u(x—h\}
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