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1. Uvod u sloZzenost algoritama

Sadrzaj ovog kolegija su algoritmi i njihova slozenost (engl. “complexity of algo-
rithms”). Ova dva pojma mogu se precizno definirati u okviru teorije izracunavanja
(dio matematicke logike). Dio puta prema preciznoj formulaciji ovih pojmova
napravit ¢emo na kraju kolegija, kad budemo govorili o NP—potpunosti.

Za pocetak, zadovoljimo se neformalnim opisom ovih pojmova.

Algoritam = metoda, proces, postupak, tehnika ili pravilo za rjeSavanje neke klase
problema (obi¢no, ra¢unalom).

Slozenost algoritma = cijena koristenja (izvodenja) tog algoritma za rjesavanje
jednog od tih problema iz te klase. Obi¢no se mjeri u vremenu izvrsavanja,
potrebnoj memoriji ili slicnim relevantnim pojmovima (na pr. broj procesora
za multiprocesorska rac¢unala).

Na$ cilj je mjerenje i analiza slozenosti algoritama. Zbog toga, oba ova pojma
moramo malo detaljnije opisati. Prvo, da vidimo $to smatramo algoritmom, a Sto
ne, tj. kad ima smisla govoriti o slozenosti. Slijedeci korak je preciznija formulacija
pojma slozenosti, u obliku korisnom za prakticnu primjenu.

1.1. Sto je algoritam?

Algoritam, kao postupak za dobivanje rjesenja, sastoji se od konaénog niza
koraka — tzv. instrukcija, naredbi ili operacija, koje treba izvrsiti (izvesti) da bi
se dobilo rjeSenje.

Klasi¢ni primjeri algoritma su: Fuklidov algoritam za nalazenje najvece za-
jednicke mjere dva prirodna broja (kao prvi formalni algoritam u povijesti), kuli-
narski recepti za pripremanje jela i pica (kokteli), itd.

Svaki algoritam ima slijede¢ih pet bitnih osnovnih svojstava (v. [10]):

e ulaz,

e izlaz,
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e konacnost,
e definiranost i nedvosmislenost (odredenost),
e efikasnost (efektivnost).

Svako od ovih svojstava ima direktne posljedice za formulaciju pojma slozenosti
algoritma.

1.1.1. Ulaz

Svaki algoritam ima nula ili viSe, ali konatno mnogo, vrijednosti koje treba
zadati na pocetku, prije nego Sto pocne izvrsavanje algoritma. Ulazne vrijednosti
definiraju konkretan primjerak — zadacéu (engl. “instance”) problema kojeg treba
rijesiti.

Svaka ulazna vrijednost uzima se iz nekog unaprijed zadanog skupa dozvoljenih
objekata. Kartezijev produkt tih skupova je domena ili podrucje definicije
problema. Ako algoritam ima n > 0 ulaznih vrijednosti 71, ...,1,, ¢ije dozvoljene
vrijednosti su iz skupova [y, ..., [,, onda je

]I:]1XIQX'-'X]n

domena ili podruéje definicije problema. Konkretna zadaéa je i = (iy,...,4,) € I i
to je ulaz za svako pojedino izvrSenje algoritma.

Na primjer, Euklidov algoritam ima dva ulaza, koji su oba elementi skupa N
prirodnih brojeva.

Algoritmi bez ulaza nisu besmisleni (ni tako rijetki). To je naprosto postupak
za rjesenje konkretnog problema, tj. jedne fiksne zadaée (problem je jednoclan). Na
primjer, u teoriji brojeva ima dosta takvih algoritama, koji provjeravaju odredena
fiksna svojstva fiksnih (velikih) brojeva.

Za analizu slozenosti, zanimljivi su algoritmi koji, barem u principu, imaju
beskonacan dozvoljeni skup svih mogué¢ih ulaznih vrijednosti.

1.1.2. 1Izlaz
1.1.3. Konacnost

1.1.4. Definiranost i nedvosmislenost (odredenost)

Izvodenje tog niza naredbi mora biti objektivan proces, koji se (u nacelu)
mora moc¢i reproducirati. Slican princip vrijedi, na primjer, za valjane eksperimente
u fizici.
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1.1.5. Efikasnost (efektivnost)

Probleme rjesavamo s prakticnim ciljem da dobijemo (izracunamo) rjesenje.
To znaci da izvrSavanje algoritma ne smije trajati predugo, tj. moramo ga moci
docekati u razumnom vremenu.

Sto je razumno vrijeme, naravno ovisi o problemu i potrebi (moze par sekundi,
ali i par mjeseci ili godina). Medutim, postoji velika klasa problema za koje je
razumno rjesenje moguce samo za male zadace.

Primjer s permutacijama to lijepo pokazuje. Nije toliko bitno da li je n < 10
ili n < 15 razumna granica za n na ulazu, da bi rjesenje bilo iole efikasno. Sasvim je
otito da, bar u danasnje vrijeme, rjeSenje za n = 100 ne¢emo docekati (100! ~ 10'57),
bez obzira na brzinu racunala.

1.2. Sto je slozenost (efikasnost) algoritma?
1.3. Analiza slozenosti algoritma

1.4. Asimptotsko ponasanje funkcija
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1.5. Rekurentne (rekurzivne) relacije

" . ) ) vilo & vodi Sivie il ..
Analiza slozenosti algoritma vrlo ¢esto vodi na rekurzivne ili rekurentne relacije
(engl. “recurrence relations”).

Tipi¢an primjer su algoritmi konstruirani metodom “podijeli, pa vladaj”. Rje-
Senje zadace x, velicine |z|, opisano je (ili dobiva se) preko rjesenja nekih manjih
zadaca istog tipa, iz istog problema. Realizacija vodi na rekurzivne algoritme, ili
na algoritme s petljama koje realiziraju “rekurzivno” svodenje na manje zadace.

Za slozenost algoritma dobivamo rekurzivnu relaciju izrazenu u veli¢ini zadace.
Ta relacija moze biti jednadzba, ako radimo preciznu analizu slozenosti. No, Cesto
nas zanima samo red veli¢ine slozenosti, pa pojednostavljujemo neke elemente slo-
Zenosti, sto vodi na nejednadzbe. Obi¢no trebamo gornju ogradu, paze¢i da ona ne
bude pregruba. Katkad, istovremeno radimo i ocjenu odozdo, s ciljem da preciznije
opiSemo ponasanje slozenosti.

Zbog toga, prvo ¢emo ponoviti osnovne Cinjenice o rjeSavanju nekih tipova
rekurzivnih jednadzbi, a zatim ¢emo pokazati neke nacine (tehnike) za procjenu
ili ocjenu (odozgo) ponasanja rjesenja rekurzivnih nejednadzbi. Nacin izlaganja
podeSen je osnovnoj primjeni u analizi slozenosti, bez namjere da precizno formuli-
ramo sve rezultate.

Uoc¢imo da postupak redukcije na manje zada¢e mora biti konacan, da bi bio
algoritamski. Drugim rijec¢ima, bar za zadani z, skup svih veli¢ina zadaca koje se
pojavljuju u izvrsenju algoritma je konacan, tj. diskretan. Zbog toga promatramao
diskretne ili diferencijske rekurzivne relacije.

Uvedimo osnovne oznake. Smatramo da su veli¢ine zadaéa |z| prirodni brojevi.
Oznaka je |z| = n € Ny. Ovaj model osigurava kona¢nost redukcije na manje zadade,
a dozvoljava i promatranje asimptotskog ponasanja slozenosti za velike zadac¢e. Osim
toga, ako veli¢ine zadaca zaista mjerimo duljinom koda (brojem bitova), dobivamo
|l’| S NQ.

Slozenost koju promatramo je obi¢no vremenska. Oznaka je

T(lzl) = T(n) = ta,

jer vrijednosti funkcije T na Ny mozemo interpretirati i kao niz t,,,n € Ny.

Potpuno opéenito, slozenost zadace velicine n ovisi o slozenosti svih manjih
zadaca, tj. oblik relacije je

T(n) Etn{Z}fn(tn_l,...,to), neN. (1.5.1)

Funkcija f, na desnoj strani mora ovisiti o n, zbog broja parametara (dimenzije
domene).
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Ako znamo sve funkcije f,,n € N, uz pretpostavku da su korektno defini-
rane, dovoljno je zadati pocetnu vrijednost ¢y, da ¢itav niz ¢,, bude jednoznaéno
odreden. Dakle, iz tp mozemo (barem u principu) izracunati vrijednost ¢,, za bilo
koji n € N. Naravno, ako znamo ra¢unati vrijednosti svih funkcija f;, za i < n.

Algoritamski gledano, to znaci da svaku zadaé¢u reduciramo sve dok ne do-
bijemo trivijalnu zadacu velicine nula. Nju znamo rijesiti i to traje ty vremena
(poznata konstanta). Funkcija f, kaze koliko traje rjesenje zadace velicine n, u
ovisnosti o trajanju rjeSenja svih manjih zadaca. Prirodno je ocekivati da je ¢ty = 0,
ili barem “mala” konstanta.

Napomena 1.5.1. Iz prakse znamo da redukcija velicine zadac¢e ne ide uvijek do
n = 0. Vrlo cesto, posebno u hibridnim algoritmima, redukcija ide sve dok ne
dobijemo n < k, gdje je k unaprijed poznata “najmanja netrivijalna zadac¢a”. Tj. k
je konstanta (ne ovisi o n) u algoritmu. Naravno, veli¢ina konstante k moze ovisiti
o implementaciji.

Smatramo da su sve manje zadace (n < k) trivijalne, u smislu da ih znamo

(eksplicitno) rijesiti i da im znamo slozenosti to, ..., tx_1, kao poznate konstante.
Drugim rije¢ima, rekurzivna relacija (1.5.1) vrijedi za n > k, a za potpunu odrede-
nost niza t, trebamo k pocetnih uvjeta to, ..., t5_1. [ |

Ovaj oblik rekurzivne relacije je preopcenit, da bismo ista konkretno mogli reci
o ponasanju niza t,,. Potrebno je uvesti neke dodatne pretpostavke na funkcije f,, za
bilo kakav koristan zakljucak. Osim toga, u analizi slozenosti rijetko trebamo ovako
opceniti oblik relacije. Funkcije f,, su gotovo uvijek relativno jednostavnog oblika,
jer zelimo kratku informaciju o slozenosti, pa nevazne detalje odmah zanemarujemo.

U opéem obliku (1.5.1), svaka vrijednost t,, eksplicitno ovisi o svim prethod-
nicima t,_1,...,%y. Drugim rije¢ima, t,, izravno ovisi o cijeloj prethodnoj povijesti
niza (od ty nadalje). U praksi, ta ovisnost, obi¢no, nije tako izravna, u smislu
da zadacu velicine n ne rastavljamo eksplicitno na zadac¢e svih manjih veli¢ina.
Uglavnom, t,, izravno ovisi samo o svojim neposrednim prethodnicima. Najcesce,
samo o jednom — o t,_;. Druga varijanta je, da ovisi o najvise fiksnom broju
prethodnika, na primjer, o k njih, gdje je k unaprijed poznat (zadan) i ne ovisi o
n. Zbog toga, promatramo upravo takve rekurzivne relacije. Eksplicitna ovisnost u
(1.5.1) tada ima bitno jednostavniji oblik. Naravno, ali sada indirektno, t,, i dalje
ovisi o svim prethodnim ¢lanovima niza.

Pocénimo stoga s jednostavnim rekurzivnim relacijama, u kojima svaka sljedeca
vrijednost u nizu ovisi samo o jednoj prethodnoj. Takve rekurzivne relacije zovemo
rekurzivnim relacijama prvog reda. Opéi oblik rekurzivne (diferencijske) jednadzbe
prvog reda je

tn = fu(tn-1), neN.
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Bez dodatnih informacija o funkcijama f,,, iako sve imaju istu domenu, i dalje se
nista posebno ne moze re¢i o ponasanju niza t,, za velike n.

Uzmimo onda najjednostavniji opéi oblik funkcija f,,. Pretpostavimo da je f,
linearna (preciznije, afina) funkcija oblika

fn(t) :bn't+cna nEN, (152)

gdju su b,, ¢, zadani, recimo, realni brojevi, za svaki n € N. Jos uvijek nije sasvim
oc¢ito kako treba rijesiti pripadnu rekurzivnu relaciju. Neka vrsta supstitucije, bilo
unaprijed (od ¢y, prema t,), bilo unatrag (od t¢,, silazno, prema ty), mora dati
rjesenje, i ono, ocito, ima oblik sume.

Umjesto izravnog “napada” na (1.5.2), u sljedeca dva primjera rjesavamo jed-
nostavne posebne slucajeve ove rekurzije, koji su bitna motivacija za kasnije, a zatim
rjeSavamo Ctav problem.

Primjer 1.5.1. Najjednostavniji netrivijalni oblik funkcija iz (1.5.2) je f,.(t) = bt.
Sve funkcije f, su iste, jer je b, = b i c, = 0, za svaki n € N. Rekurzivna relacija
ima oblik

tn = btnfl, n € N.

Za zadani tj, uvrstavanje unaprijed daje redom clanove niza

l = tha
ty = bty = b’t,

tn = bt,_y = b*t,_y = {indukcija} = b"t,.

Ako zelimo biti matematicki precizni, onda uvrstavanje naslué¢uje odgovor, a ma-
tematicka indukcija ga dokazuje. [ |

Napomena 1.5.2. Mogli smo uzeti i drugaciji oblik funckija f,,, u kojem je b, = 0
i ¢, = c¢. Rjesenje je, naravno, konstantan niz t, = ¢, za n > 0, (neovisno o ty).
Medutim, ovaj oblik nema algoritamski smisao. To bi odgovaralo slucaju da rjesenje
bilo koje zadace ima konstantno trajanje, neovisno o veli¢ini, sto je trivijalni grani¢ni
slucaj (potpuno neinteresantan u praksi). [ |

Primjer 1.5.2. Nesto kompliciraniji oblik funkcija iz (1.5.2) je f,,(¢) = b,t. Funkci-
je fn mogu biti razlicite, ako su koeficijenti b, razliciti, ali f, je i dalje linearna
(homogena, a ne afina) funkcija, zbog ¢, = 0, za svaki n € N. Za zadani ¢, rjesenje
rekurzivne relacije

tn = bntn—la neN
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opet izlazi uvrstavanjem unaprijed

t1 = bito,
to = baty = baby iy,

tn = bntn,1 = bnbnfltnfg = {mdukcua} = bnbn,1 s blto.
tj.

t, = (H bj> to, n e No.
j=1

Napadnimo sada cijeli problem.
Primjer 1.5.3. Opca linearna, nehomogena rekurzija prvog reda je
t, =bytn_1+c,, mnéeN.
Uz zadani {, ista strategija uvrstavanja unaprijed daje

t1 = bity + co,
tz = bztl —+ Cc1 = bzblto -+ bQCl —+ Co,
t3 = baly + co = bgbabity + b3bacy + bzco + c3,

Sto ubrzo postaje zamorno, iako vodi do rjesenja.

Zanimljivije je vidjeti da standardni pristup linearnim nehomogenim jednadz-
bama, koji kaze: “opce rjesenje nehomogene jednadzbe je zbroj opéeg rjesenja ho-
mogene i partikularnog rjesenja nehomogene jednadzbe”, vrlo uredno radi i u ovom
slucaju.

(A) Prvo uvodimo supstituciju koja ima oblik rjesenja pripadne homogene
jednadzbe, prema prethodnom primjeru, t;j.

ty=by - byun, n€N.

Dobivamo novi nepoznati niz wu,, za n € N. Prethodna relacija ¢e vrijediti i za
n = 0, ako uzmemo isti pocetni ¢lan, tj. ako je ug = to (produkt b-ova nestaje, jer
je krajnji indeks produkta manji od pocetnog). Ova zamjena varijabli u polaznoj
rekurziji daje

by bpty = bpby - by Uy + ¢, neN
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Uoc¢imo da su koeficijenti uz u,, na lijevoj strani i uz u,_; na desnoj strani isti, pa
podijelimo relaciju s tim koeficijentom (b; - - - b, ). Dobivamo

Up = Up_1+d,, mnEN, (1.5.3)

uz oznaku

— Cn
Cby--- by
Brojevi d,, su poznati, jer se racunaju iz poznatih koeficijenata. Za u, smo dobili
bitno jednostavniju rekurziju od polazne za t,,.

d, neN. (1.5.4)

(B) Ostaje jos rijesiti rekurzivnu relaciju (1.5.4) za wu,
Uy = Up—1+d,, n€EN.

No, to je trivijalno, jer se rjesenje svodi na zbrajanje prethodnika

u, =up+y_ dj, neN.

=1
Ova relacija ocito vrijedi i za n = 0.

(C) Vratimo se na polazni niz t,, tako da u rjeSenje za u, uvrstimo polaznu
supstituciju ¢, = by - - - byu,. Izlazi

ty=(by--by) - (to + Zdj) , neN, (1.5.5)
j=1

Vratimo li d-ove u b-ove i c-ove, relacijom (1.5.4), dobivamo kona¢no opée rjesenje
za (1.5.2). Nakon skrac¢ivanja prvog faktora iz (1.5.5) i nazivnika od dj, rjesenje je

t, =by - bpto + Z bj+1 s anj, n € Nj. (156)

j=1

Ako pazljivo promotrimo ova tri koraka, do¢i ¢emo do zakljucka da nismo bas
radili kao sto je najavljeno. Opcée rjesenje pripadne homogene rekurzije (iz Primjera
1.5.2.) je prvi clan desne strane u (1.5.6). Lako se vidi da je drugi ¢lan (suma)
iz (1.5.6), zapravo partikularno rjesenje nehomogene rekurzije (1.5.2), dobiveno iz
pocetnog uvjeta ty = 0. Njega nismo posebno trazili, ve¢ ga samo ¢itamo iz oblika
rjeSenja.

Opisani put je nesto laksi, jer lagano daje “nehomogeni” dio rjeSenja, zato sto
je rekurzija za u,, takoder, nehomogena, ali je homogeni dio trivijalan (svi b-ovi su
jednaki 1). |
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Zadatak 1.5.1. Rijesite rekurzivnu relaciju

uz pocetni uvjet ty = 0.
Rjesenje:

Rekurzija ima oblik (1.5.2), uz b, = 3 i ¢, = n. To mozemo odmah uvrstiti
u (1.5.5) ili (1.5.6). Ako ponovimo cijeli postupak rjesenja iz prethodnog primjera,
supstitucija je

a rekurzija za u,, je
Up = Up_1+—, n€N.

Zbog ug = to = 0, sumacija daje

Na kraju dobivamo rjesenje

tn:3"Zé:j§j3"j, n € No,

j=1
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2. Sortiranje

U ovom poglavlju analizirat ¢emo neke standardne algoritme za sortiranje
podataka. Promatrat ¢emo samo tzv. opée algoritme sortiranja koji, u principu,
rade za bilo koje tipove podataka, a koriste usporedbe za odredivanje korektnog
poretka.

Dosad smo standardno radili analizu slozenosti pojedinih algoritama u naj-
gorem slucaju, jer se ova analiza, uglavnom, relativno jednostavno radi. Za al-
goritme sortiranja usporedivanjem napravit ¢emo (po prvi puta) i dva drugacija
rezultata o slozenosti.

e Izvest ¢emo donju ogradu za slozenost bilo kojeg algoritma sortiranja
usporedivanjem;

e Provest ¢emo analizu prosjecne slozenosti quicksort algoritma, koja oprav-
dava njegovu ¢estu upotrebu u praksi (recimo, kao standardnog dijela sis-
temske biblioteke jezika C).

Prije nego sto punu paznju posvetimo algoritmima za sortiranje, mozda je
zgodno odgovoriti na pitanje ¢emu to uopce sluzi.

2.1. Zasto sortiramo?

Odgovor je vrlo jednostavan: “Zato da bismo brze trazili!”.

Trazenje nekog podatka u sortiranom nizu, u najgorem slucaju, logaritam-
ski ovisi o duljini niza. Dovoljno je iskoristiti postupak binarnog pretrazivanja. Za
razliku od toga, trazenje u nesortiranom nizu, i u prosjeku i u najgorem slucaju,
linearno ovisi o duljini niza, jer se trazenje svodi na sekvencijalno pretrazivanje,
odnosno, provjeravanje.

Dakle, ako ¢esto trazimo podatke u nekom nizu, onda se isplati taj niz prvo
sortirati, pa onda traziti.
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2.2. Model sortiranja

Sasvim opcenito, pretpostavljamo da svi objekti koje treba sortirati imaju
istu strukturu (tip), ali ta struktura moze biti slozena. Programski gledano, pret-
postavljamo da svi podaci pripadaju nekom slozenom tipu podataka. Mozemo uzeti
da taj tip podataka ima oblik zapisa (tip record u Pascalu, odnosno, struktura
u C-u). Dakle, podatak se sastoji iz vise rubrika (komponenti), koje mogu biti
razlicitih tipova.

Nadalje, pretpostavljamo da jedna od tih komponenti ima dobro uredeni
tip vrijednosti, tj., za taj tip (ili na tom tipu) definirana je relacija linearnog uredaja
koju oznac¢avamo s <. Tu komponentu objekta zovemo “klju¢” (engl. “key”).

Nas zadatak je: zadani (konaé¢ni) niz od n takvih objekata poredati uzlazno
(ili silazno) po vrijednosti komponente “klju¢”. Preciznije, neka su zadani zapisi

r1,72,...,T, s pripadnim vrijednostima kljuceva
ki, ko, ... Ky,
respektivno, tj., klju¢ k; se nalazi u zapisu r;, za ¢ = 1,...,n. Te zapise treba

poredati (preurediti) u redoslijedu
TitsTigy oo 3 Tips
tako da za pripadne kljuceve vrijedi

kh Skzg S "'Skh”

tj. kljucevi su uzlazno poredani. U nastavku gledamo samo uzlazno sortiranje, a
modifikacije svih algoritama za silazno sortiranje dobivaju se jednostavnom zamje-
nom relacije < u >, kod svih usporedivanja kljuceva.

Opcenito, zapisa s istom vrijednoséu kljuca moze biti i vise, tj. ne trazimo
da sve vrijednosti klju¢eva budu razlicite. Nadalje, dozvoljavamo da takvi zapisi s
istim kljuc¢evima imaju bilo koji medusobni poredak u uredenom (sortiranom) nizu.
Drugim rije¢ima, osim poretka po kljucu, nema drugih zahtjeva na poredak zapisa,
poput “sekundarnog” kljuca i sl.
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2.3. Quicksort

Algoritam quicksort smo ve¢ napravili.

2.4. Prosjecna vremenska slozenost Quicksorta

Za nalazenje prosjecne slozenosti moramo uvesti neke pretpostavke o distribu-
ciji ulaza i definirati prosjecnu slozenost.

Polazne pretpostavke:

e Svi polazni redoslijedi (permutacije) su jednako vjerojatni.

e Nema jednakih klju¢eva. Ovo je samo zbog pojednostavljenja analize. Naime,
isti kljuc¢evi samo ubrzavaju algoritam, jer blok istih klju¢eva ne treba sor-
tirati. Medutim, pojava istih klju¢eva komplicira prethodnu pretpostavku.
Sve polazne permutacije nisu vise jednako vjerojatne i trebalo bi dozvoliti
permutacije s ponavljanjem.

To znaci da, za zadani n, na ulazu imamo toc¢no n! razli¢itih, jednako vjero-
jatnih permutacija objekata. Prosjecno vrijeme je srednja vrijednost vremenske
slozenosti po svim ulaznim permutacijama (porecima).

Za dodatno pojednostavljenje analize, uvodimo jos jednu pretpostavku:

e U trenutku kad pozivamo quicksort(i, j) na komadu polja Ali..j], za bilo koje
i, 7, svi mogudi redoslijedi objekata Ali],..., A[j] su, takoder, jednako vjero-
jatni.

Ovo je, barem naizgled, mnogo jaca pretpostavka od prve. Ranija pretpostavka daje
ovo isto, ali samo za prvi (vanjski) poziv quicksort(1,n).

Opravdanje (umjesto strogog dokaza) za ovu jac¢u pretpostavku svodi se na:
“bilo koji komadi jednako vjerojatnih rasporeda su, takoder, jednako vjerojatni”.
Prije poziva quicksort(i, 7), svi raniji pivotni kljucevi v nisu napravili particiju —
rez u tom dijelu polja Afi..j]. Tj. kljucevi u tom dijelu polja su bili ili svi strogo
manji od v, ili su bili svi vedi ili jednaki v.

Neka je T'(n) prosjeéno vrijeme potrebno algoritmu quicksort za sortiranje
polja od n elemenata. Ideja za procjenu T'(n) — odozgo ograditi T'(n) u rekurzivnom
obliku (prema algoritmu).

Ta rekurzija starta s n = 1. Za jedan element nema rekurzije u quicksort
algoritmu. Ocito je T'(1) = ¢; (ili T'(1) < ¢1) za neku konstantu ¢; > 0.

Pretpostavimo da je n > 1. Zbog pretpostavke da su svi kljucevi razliciti,
postoje bar 2 razlicita kljuca. Tada quicksort nalazi pivotni klju¢ i particionira
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polje. Taj dio posla (findpivot i partition) traje najvise linearno u duljini polja
(neovisno o rasporedu elemenata u polju)

t(n) < con, (2.4.1)

za neku konstantu ¢y > 0. Aditivni dio vremena ¢(n) ogradujemo multiplikativno,
tj. umjesto chn + ¢, piSemo samo con, uz ¢, < co < ¢, + . Uotimo da ova gornja
ograda vrijedi za bilo koji polazni poredak elemenata, pa vrijedi i u prosjeku.

Nakon ovog dijela posla, quicksort rekurzivno sortira 2 manja polja — potpolja
polaznog polja. Oznacimo s Tgr(n) prosjeéno trajanje rekurzije na ta 2 potpolja.
Tada je

T(n) < Tg(n)+t(n). (2.4.2)

Za primjenu ove ocjene treba jos nadi prosjecno trajanje rekurzije Tgr(n). Ocito je
n—1
Ta(n) = 3 pi [T(0) + T(n — i) (24.3)
i=1

gdje je p; vjerojatnost da lijevo potpolje (elementi s klju¢evima strogo manjim od
v) ima tofno i elemenata. Zbog razlicitosti kljuceva, sigurno imamo 2 neprazna
potpolja, pa za i vrijedi i € {1,...,n — 1}. Ako neko od dva potpolja ima samo
jedan element (pa ga ne treba sortirati), relacija (2.4.3) i dalje vrijedi, bez obzira
na to da li se quicksort tada rekurzivno zove ili provjerava duljinu radnog polja.

Za nastavak ocjene treba naci vijerojatnosti p;. Bilo bi lijepo kad bismo odmah
mogli zakljuciti da su sve veli¢ine lijevog potpolja (od 1 do n—1) jednako vjerojatne,
tj. da je .

pl—pg—"'—pn_l—n_l. (244)
Medutim, to ne vrijedi. Za nalazenje p; treba precizno analizirati rad procedure
findpivot.

Pretpostavimo da je lijevo potpolje (nakon particije) duljine toéno 7, za neki
i € {1,...,n—1}. U nasoj realizaciji, findpivot bira strogo veceg od prva 2 (ra-
zlicita) kljuca koje nade, gledano u polaznom poretku i to od manjih prema veéim
indeksima. Svi kljucevi su razli¢iti, pa findpivot nalazi razlicite kljuceve na prva dva
mjesta i uzima vec¢eg od njih.

Prema nasem algoritmu, nakon particije, pivotni element s kljuéem v mora
biti element s najmanjim klju¢em u desnom potpolju (elementi s klju¢evima veéim
ili jednakim od v). Ako je lijevo potpolje duljine i, zbog pretpostavke da su svi
kljucevi razliciti, pivotni element ima poziciju to¢no ¢+ 1 u sortiranom poretku ovih
n elemenata (u trenutnom potpolju). Drugim rije¢ima, radni dio polja sadrzi to¢no
1 elemenata s kljucevima strogo manjim od pivotnog.

U izboru pivotnog klju¢a imamo slijede¢e dvije moguénosti.
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(A) Pivot je na prvom mjestu (u polaznom poretku), a jedan od i elemenata
manjih od njega je na drugom mjestu. Sada koristimo pretpostavku o jednakoj
vjerojatnosti svih polaznih poredaka. Vjerojatnost da je bilo koji odredeni
element (na pr. i + 1- po velicini, tj. pivotni) na prvom mjestu je

p=a
n
jer imamo n jednako vjerojatnih moguc¢nosti za taj element. Nadalje, ako je

on na prvom mjestu, onda je vjerojatnost da se neki od ¢ manjih od njega,
medu n — 1 preostalih, nalazi na drugom mjestu, jednaka

Dakle, vierojatnost da se ovaj slucaj dogodi u izboru pivota je
1

— o — )

(B) Pivot je na drugom mjestu (u polaznom poretku), a jedan od i elemenata man-

jih od njega (medu n — 1 preostalih) je na prvom mjestu. Potpuno analogno,
vjerojatnost da se ovaj slucaj dogodi je ista
- i
Pp =Ppa = n(n—1)
Na kraju, jer su (A) i (B) jedine dvije i to disjunktne moguénosti da dobijemo lijevo
potpolje duljine 7, izlazi
21
n(n—1)
To znaci da vece duljine lijevog potpolja imaju veéu vjerojatnost, tj. u prosjeku je
lijevo potpolje veée od desnog. Pokazat ¢e se da ovaj fenomen ne utjece bitno na
konaé¢ni rezultat, u usporedbi s jednako vjerojatnim duljinama lijevog potpolja.

Pi=pa+pBp= (2.4.5)

Uvrstavanjem p; iz (2.4.5) u (2.4.3) dobivamo

n—1

)= o n—l) T(i) +T(n—1i)]. (2.4.6)

Za pojednostavljenje ove formule koristimo slijede¢u pomoénu ¢injenicu. Neka
je f bilo koja realna funkcija definirana na skupu toc¢aka {1,...,n—1}. Onda vrijedi

n—1 1 n—1

> f@) =53 [f()+fln—1)]. (2.4.7)

2 1=1
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(Dokaz je trivijalan.) Ako stavimo da je
£(i) = ———— [T(6) + T(n — i)
Y= n(n —1) ! neulb

primjenom prethodne relacije u (2.4.6) dobivamo

w15 2 S Gl Y )
Taln) = 5 3 |y (700 + T = )]+ 28 (T =)+ 7).

Prvo skratimo faktore 1/2 1 2, a zatim uo¢imo da prvi i drugi ¢lan u zagradi imaju
iste faktore u uglatim zagradama, pa zbrojimo pripadne faktore ispred tih zagrada

) n—1t n 1

n(n—1)+n(n—1) T nn—1) n-1

Tako dobivamo da je

1 n—1

1 [T(i) + T(n —19)]. (2.4.8)

Prije nastavka ocjene, promotrimo poblize prethodni rezultat. Kad bismo u po-
laznoj relaciji (2.4.3) uzeli da su sve duljine 7 lijevog potpolja jednako vjerojatne, tj.
uvrstili (2.4.4), dobili bismo upravo prethodnu relaciju. To pokazuje da su jednako
vjerojatne duljine lijevog potpolja podjednako dobar izbor kao i nas, jer dobivamo
istu relaciju za prosjecnu slozenost. Drugim rijecima, izbor ve¢eg od prva dva kljuca
nec¢e pokvariti kona¢ni rezultat o prosjecnoj slozenosti.

Iz relacije (2.4.8), primijenom (2.4.7) s f(i) = T'(i), izlazi

2510

n—1i3

Tr(n) =

Uvrstavanjem ove relacije i relacije (2.4.1) u (2.4.2) dobivamo rekurzivnu ocjenu za
T(n)

T(n) <

Z T(i) + can. (2.4.9)

n—1714

Ova rekurzija se moze i direktno rjesavati (pokusajte sami). Na osnovu ranijih
rezultata o rekurzijama, oc¢ekujemo da za rjesenje T'(n) vrijedi asimptotska relacija
T(n) = O(nlogn).

Teorem 2.4.1. Neka je T'(n) prosjecna sloZenost quicksort algoritma. Postoji kon-
stanta ¢ > 0, takva da je

T(n) <cnlogn, Vn>2. (2.4.10)

Posebno, asimptotski vrijedi T'(n) = O(nlogn).



2. SORTIRANJE QUICKSORT - 16

Dokaz:

Pretpostavimo, radi jednostavnosti, da je log = log, = lg. Konstantu ¢ nalaz-
imo tehnikom konstruktivne indukcije. Dokazimo prvo bazu indukcije za n = 2.
Rekurzija (2.4.9) tada glasi

T(2) < 2T(1) + 2cs.
Zbog T'(1) < ¢, izlazi
T(2) < 2(c1 + ¢2).

Trazena relacija (2.4.10) za n = 2 ima oblik T'(2) < 2clg2 = 2¢. Ako izaberemo ¢
tako da vrijedi
2(01 + 02) S 2Ca

ili, ekvivalentno,
c> c1 + Ca, (2411)

onda vrijedi baza indukcije.
Neka je n > 2. Pretpostavimo da je ¢ tako odabran da vrijedi (2.4.11) i da je
TG) <cilgi, i=2,....,n—1.
Uvrstavanjem ovih ocjena i T'(1) < ¢; u rekurziju (2.4.9) dobivamo

2c n-l 2C1
Tn) < —— gt + —— . 2.4.12
) € 2 il e (2.4.12)
Suma na desnoj strani ove relacije ostaje ista, ako joj dodamo ¢lan za ¢ = 1, zbog
lg1 = 0. Ovu sumu rastavljamo u dva dijela slicnih duljina, u obliku

n—1 n—1 [n/2] n—1
Slilgi =Y dlgi= > ilgi+ > ilgi,
i=2 i=1 i=1 i=|n/2]+1

a zatim koristimo ocjene
1gz'§1gg:1gn—1, i=1,...,|n/2,
lgi<lgn, i=|n/2]+1,...,n—1,

Zbrajanjem ovih ocjena dobivamo

n—1 [n/2] n—1

doilgi<(gn—1) > i+lgn > i

=2 i=1 i=|n/2]+1
1 /2]

=lgnd i— > i
1=1 1=1

e vsn-3[2] (3] 1)
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pa u (2.4.12) izlazi

Ty <725 [ =05 [5] ([5] + )]+ 725 rom

c n n 2cq
T lgn — — — 1 —_— ) 2.4.1
(n) <cenlgn n—leQQJjL )+n—1+62" (24.13)

Slijede¢a ideja je odabrati ¢ tako da suma zadnja 3 ¢lana na desnoj strani bude
manja ili jednaka 0. Uoc¢imo prvo da je

n—1<{nJ<{nJ+1
2 — 12 2 ’

Mnozenjem izlazi da za n > 2 vrijedi

e <3 (5] +)

Primjenom ove ocjene u (2.4.13) dobivamo

c (n—172  2¢

T lgn —
(n) <cnlgn 1 4 +n_1+02n
-1 2
=cnlgn — cn )—i- a + con
4 n—1
(n—1) 8¢y deon
= 1 — .
enlgn+ 4 C+(n—1)2+n—1

Na kraju, za svaki n > 2 vrijedi

L1 <
(n—1)2 — n—1
tako da je
(n—1)
T(n) <cnlgn+ 1 [—c+ 8¢ + 8cy) . (2.4.14)
Ako izaberemo ¢ tako da vrijedi
c>8(c1 + ), (2.4.15)

onda je izraz u uglatoj zagradi u (2.4.14) manji ili jednak od 0, odakle slijedi zeljena
ocjena
T(n) < cnlgn.

Usporedbom uvjeta (2.4.11) i (2.4.15) za ¢, zaklju¢ujemo da tvrdnja teorema vrijedi,
¢im ¢ zadovoljava (2.4.15). Ocito je da uz malo truda mozemo dobiti i bolji (blazi)
uvjet na ¢, ali to nije posebno bitno za konacni rezultat. [ |
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Ovaj rezultat o prosjecnoj slozenosti quicksort algoritma vrijedi za odabranu
findpivot proceduru, koja bira pivotni kljué¢ kao veéi od prva dva kljuca (uz pret-
postavku razli¢itih kljuceva).

Postavlja se pitanje da li isti zakljucak vrijedi i za drugacije izbore pivotnih
kljuceva. Odgovor je potvrdan, uz vrlo blage pretpostavke.

Napomena 2.4.1. Izbor pivotnog kljuca za koji vrijedi (2.4.4) je pravi, stvarno
slucajni izbor pivotnog kljuca u svakom koraku algoritma. Tada v s jednakom
vjerojatnoséu moze biti bilo koji po veli¢ini element u radnom polju. Napomena uz
relaciju (2.4.8) pokazuje da i za taj izbor vrijedi ista ocjena prosjecne slozenosti.

Ovaj rezultat ne iznenaduje. Naime, u idealnom slucaju, oba bi potpolja imala
uvijek iste duljine ili maksimalno za 1 razlicite duljine. Tj. za dobre izbore pivotnih
kljuceva vrijedi da se maksimum p; dostize za srednje vrijednosti i &~ n/2, a opada
prema rubovima.

Obzirom na to da i u idealnom sluc¢aju dobivamo isti oblik ocjene, mozemo
zakljuciti da izbor veceg od prva dva kljuc¢a ne utjece bitno na konac¢ni rezultat o
prosjec¢noj slozenosti. [ |
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2.5. Prosjecna slozenost Quicksorta (broj uspo-
redbi)

Najlaksi uvid u prosjecnu slozenost quicksort algoritma dobivamo tako da
promatramo prosjec¢ni broj elementarnih operacija — usporedivanja kljuceva,
odnosno, zamjena (ili kopiranja) elemenata (objekata u polju).

Za pojednostavljenje modela, da ne bismo strogo ovisili o preciznoj imple-
mentaciji svih detalja, uzmimo da algoritam quicksort ima ovaj op¢i oblik:

Algoritam quicksort

Ulaz: Polje A[l..n] s n elemenata.
Izlaz: Elementi u A sortirani nepadajuce po klju¢evima.

quicksort(A,1,n)  { vanjski poziv }.
procedure quicksort(A,l,r)

if | <r then
findpivot(A[l..r], pivot_indez)
partition(A[l..r], pivot_indez, j)
quicksort(A,l,j — 1)
quicksort(A,j + 1,7)

end if

Algoritam findpivot bira pivotni klju¢ u radnom polju A[l..r] i vra¢a njegov indeks
piwot_index, a partition stavlja taj element na njegovo pravo “sortirano” mjesto s
indeksom j i dijeli radno polje u dva potpolja: A[l..j—1] sadrzi elemente s kljucevima
manjim ili jednakim od pivotnog, a A[j + 1..r] elemente s kljucevima veéim ili
jednakim od pivotnog.

Uocimo da je nakon toga A[j] na svom mjestu, pa ga ne treba ukljuciti niti u
jedno od dva potpolja za nastavak rekurzivnog sortiranja. Oba potpolja su strogo
kraca od polaznog, a moze se dogoditi da jedno od njih ima “duljinu” jednaku 0.

Za nalazenje prosjecne slozenosti moramo uvesti neke pretpostavke o distribu-
ciji ulaza i definirati prosjecnu slozenost.

Polazne pretpostavke:

e Svi polazni redoslijedi kljuceva (permutacije) su jednako vjerojatni. Lako se
vidi da stvarne vrijednosti klju¢eva uopée nisu bitne, ve¢ samo njihov poredak,
tj. ulazna permutacija (obzirom na sortiranu).

e Nema jednakih kljuc¢eva. Ovo je samo zbog pojednostavljenja analize. Naime,
isti kljuc¢evi samo ubrzavaju algoritam, jer blok istih klju¢eva ne treba sor-
tirati. Medutim, pojava istih klju¢eva komplicira prethodnu pretpostavku.
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Sve polazne permutacije nisu vise jednako vjerojatne i trebalo bi dozvoliti
permutacije s ponavljanjem.

Obzirom na to da stvarne vrijednosti klju¢eva nisu bitne, ve¢ samo njihov poredak,
mozemo ¢ak pretpostaviti da su ulazni kljucevi upravo svi prirodni brojevi od 1 do
n (u nekom poretku, tj. permutaciji).

Uz ove pretpostavke, za zadani n, na ulazu imamo tocno n! razli¢itih, jed-
nako vjerojatnih permutacija objekata. Prosjec¢na slozenost je srednja vrijednost
slozenosti po svim ulaznim permutacijama objekata.

Za dodatno pojednostavljenje analize, uvodimo jos jednu pretpostavku:

e U trenutku kad pozivamo quicksort(A,l,r) na komadu polja A[l..r], za bilo
koje I,r, svi moguéi redoslijedi objekata All],..., Alr] su, takoder, jednako
vjerojatni.

Ovo je, barem naizgled, mnogo jaca pretpostavka od prve. Ranija pretpostavka daje
ovo isto, ali samo za prvi (vanjski) poziv quicksort(A,1,n).

Opravdanje (umjesto strogog dokaza) za ovu jacu pretpostavku svodi se na:
“bilo koji komadi jednako vjerojatnih rasporeda su, takoder, jednako vjerojatni”.

Prije poziva quicksort(A,l,r), svi raniji pivotni kljuéevi v nisu napravili par-
ticiju — rez u tom dijelu polja A[l..r]. Trenutni kljucevi u tom dijelu polja su ili
bili svi manji (ili jednaki) od v, ili bili svi vedi (ili jednaki) od v, i isto vrijedi za
sve ranije pivotne klju¢eve — znak nejednakosti moze biti drugaciji za razne ranije
pivotne kljuceve, ali taj znak vrijedi za sve kljuceve u A[l..r] obzirom na doti¢ni
raniji pivotni kljuc.

Ranije zamjene su mogle promijeniti sadrzaj tog dijela polja, ali uz pret-
postavku slucajnog polaznog poretka, te zamjene su, takoder, “slucajne”, i to bez
obzira na to kako smo izbrali pivotni klju¢, tako da opet dobivamo “slucajni”
poredak u tom dijelu polja A[l..r]. Dakle, sortiranje tog dijela A[l..r] trenutnog
polja ponasa se isto kao da smo to polje (duljine r — [ + 1) poslali izvana kao
polazno polje u quicksort algoritam.

Bez obzira na detalje realizacije quicksort algoritma, usporedbe kljuceva i za-
mjene elemenata javljaju se samo u prvom “nerekurzivhom” dijelu algoritma —
izboru pivotnog kljuca i particiji radnog dijela polja. Odmah se vidi da je broj za-
mjena elemenata uvijek manji ili jednak od broja usporedbi kljuc¢eva. Dakle, ako
zelimo gornju ogradu za odredenu vrstu slozenosti (u ovom slucaju, to je prosje¢na
slovzenost), dovoljno je gledati samo broj usporedbi kljuceva. Zato, u daljnjem,
slozenost mjerimo upravo brojem usporedbi kljuceva.

Neka je C'(n) prosjecan broj usporedbi kljuceva u quicksort algoritmu za ulazno
polje od n elemenata. Po pretpostavci, na ulazu imamo to¢no n! razlicitih per-
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mutacija objekata (kljuceva). Sasvim opéenito, po definiciji prosjecne slozenosti,
vrijedi
C(n) = >_ P(p)C(n,p),
PESH
gdje je C(n,p) tocan broj usporedbi kljuceva u algoritmu za ulaznu permutaciju
kljuceva p € S,,, a P(p) je vjerojatnost da ¢e se upravo ta permutacija p pojaviti na
ulazu.

Po nasoj pretpostavci, sve te ulazne permutacije su jednako vjerojatne, tj.
P(p) = 1/n!, za svaki p € S, pa je

C(n) = % > C(n,p). (2.5.1)

PESn

Dalje postaje komplicirano, jer bi trebalo naéi C(n,p), za svaki p € S, (toéno po
algoritmu), uvrstiti to u (2.5.1) i rijesiti dobivenu rekurziju.

Umjesto toga, idemo probati napisati jednostavniju rekurziju za C(n), opet
prema algoritmu.

Za pocetak, uocimo da je C'(1) = 0, jer je polje od jednog elementa veé sor-
tirano i nemamo $to usporedivati. Takoder, zgodno je uzeti i C'(0) = 0, ako nam
zatreba kao dodatni pocetni uvjet (ako prekid rekurzije realiziramo tako da duljina
polja smije biti 0).

Neka je sada n > 1. Tada quicksort bira pivotni klju¢, particionira polje i
rekurzivno sortira dva manja potpolja.

Pretpostavimo da se izbor pivotnog kljuca realizira na najjednostavniji moguci
nacin — potpuno slucajno se izabere neki element u (radnom) polju, bez ikakvih
usporedivanja. To se dosta Cesto koristi u praksi, a uobic¢ajni izbori su prvi, srednji,
ili zadnji element, t;j.

pivot_index :=1; pivot_index := (I + r) div 2;  pivot_index :=r.

Bez smanjenja opéenitosti, mozemo uzeti da se bira prvi klju¢ (tj. pivot_indez :=1).

Pogledajmo detaljno prvi korak (ili poziv) algoritma, kad radimo na cijelom
polju A[l..n]. Zbog jednake vjerojatnosti svih ulaznih permutacija i razli¢itosti svih
kljuceva, svaki kljuc iz polja ima jednaku vjerojatnost da bude izabran kao pivotni
klju¢ — tj. da se nalazi (recimo) na prvom mjestu u polju. Dakle, vjerojatnost da
¢e tocno j-ti po veli¢ini klju¢ biti izabran kao pivotni, izmedu n moguéih razli¢itih
kljuceva, je

1 .
Pin=—, J= 1,...,n. (2.5.2)
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Onda je
n) = pinCn,j), (2.5.3)
i=1

gdje je C(n, j) prosjecan broj usporedbi kljuc¢eva u algoritmu, uz uvjet da je pivotni
klju¢ j-ti po velic¢ini.

Treba jos naéi C'(n, j). Pretpostavimo zato da je algoritam izabrao j-ti kljuc
po veli¢ini kao pivotni. To znaci da je pravo “sortirano” mjesto pivotnog elementa
upravo A[j]. Dakle, partition mora staviti taj element na mjesto A[j] i raspodijeliti
polje A[l..n] oko tog mjesta j. Nakon toga, rekurzivno pozivamo quicksort na
poljima A[l..j — 1] i A[j + 1..n].

Zato je C(n,j) jednak zbroju prosjeénog broja usporedbi u partition i u dva
rekurzivna poziva quicksort.

Znamo da partition mora usporediti pivotni klju¢ sa svim preostalim kljucevi-
ma u radnom dijelu polja, tj. imamo barem n—1 usporedbi kljuc¢eva. Uz malo paznje
pri realizaciji partition algoritma, zaista ne trebamo vise od n—1 usporedbi. U praksi
se dosta Cesto dogodi da imamo jednu ili dvije usporedbe vise (tj. n ili n+ 1), zbog
dodatnih rubnih elemenata za zaustavljenje petlji (Knuth), ili preklapanja indeksa
na samom kraju particioniranja. Kao sto ¢emo kasnije pokazati, tih par usporedbi
viSe nec¢e bitno promijeniti krajnji rezultat o slozenosti.

Fali nam jos prosjecan broj usporedbi u dva rekurzivna poziva. To, naravno,
ovisi o raspodjeli elemenata u ulaznim poljima za ta dva poziva. Moze se dokazati
da su sve permutacije kljuéeva u poljima A[l..j — 1] i A[j + 1..n], takoder, jednako
vjerojatne, jer to vrijediiza A[l..n|. Dokaz nije jako tezak, pa ga pokusajte napraviti
sami (potrebno je nesto kombinatorickog znanja).

Zakljucujemo da je prosjecan broj usporedbi u svakom od ta dva rekurzivna
poziva, isti kao da smo odgovarajuce potpolje poslali (izvana) kao polazno polje u
quicksort, uz pretpostavku jednake vjerojatnosti svih mogucih rasporeda kljuceva, tj.
jednak je C'(duljina polja). Dakle, prosjecan broj usporedbi za quicksort(A, 1,5 —1)
je C(j — 1), a za quicksort(A,j+ 1,n) je C(n — 7).

Konaé¢no, zbrajanjem dobivamo da je
Cn,j)=n—-1)+CH-1)+Cn—-3j), j=1,...,n. (2.5.4)

Kad to uvrstimo u (2.5.3), zajedno s p;, = 1/n, izlazi rekurzija za prosjec¢ni broj
usporedbi kljuceva C'(n)

W =32 (= 140G = 1) +Cln )

(2.5.5)

n

= (0= 1)+ > (CG ~ 1)+ Cln— ).

j=1
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Zbog

n

Zi:C’(n—j):C’(n—l)+0(n—2)+---—|—(](0):ZC’(j—l),

Jj=1

relaciju (2.5.5) mozemo napisati u obliku

C(n)=(n—1) +%ZC(j —1). (2.5.6)

Jj=1

U usporedbi s rekurzijama koje smo dosad rjesavali, ova rekurzija izgleda
kompliciranije, jer “nova” vrijednost C'(n) ovisi o svim prethodnim vrijednostima
C(n—1),...,C(0), tj. cijela “povijest” proslih ¢lanova niza odreduje svaki novi ¢lan.

Pa ipak, znak sume mozemo jednostavno ukloniti, po ugledu na rjesenje jednog
od prvih primjera rekurzivnih relacija. Prvo, pomnozimo (2.5.6) s n

nC(n)=n(n—1)+2> C(j—1). (2.5.7)
j=1
Ako zamijenimo n s n — 1 u (2.5.7), dobivamo
n—1
(n—=1)Cn-1)=Mn-1)(n-2)+2> C@H-1). (2.5.8)
j=1
Oduzmemo (2.5.8) od (2.5.7)
nC(n)—(n—1)Cn—-1)=nn—1)—(n—-1)(n—2)+2C(n — 1),
preuredimo ovu relaciju u
nC(n)=n+1)C(n—1)+2(n—1),
i sve podijelimo s n(n + 1), tako da dobijemo

Cn) Cn—-1) 2(n-—1)
n+1  n +n(n+1)'

(2.5.9)

Ova rekurzija vrijedi za n > 1, a pocetni uvjet je C'(0) = 0. Naravno, mozemo
startati i s C(1) = 0.

Sad uvedemo novi niz D(n) supstitucijom
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Relaciju (2.5.9) mozemo napisati u terminima novog niza D

2(n—1)

P (2.5.10)

D(n)=D(n—1)+

a pocetni uvjet je o¢ito D(0) = 0, a moze i D(1) = 0. Rjesenje rekurzije (2.5.10)
dobivamo jednostavnim zbrajanjem “nehomogenih” ¢lanova

zxm:2i}l;i— n>1 (2.5.11)

s tim da suma moze pocetiis j =2 (prvi clan je 0).

Na kraju, treba jos pojednostavniti desnu stranu u (2.5.11). Uoc¢imo da je

j-l -l j-t_ 12 2 ]
j+1) J J+1 J j+1  j+1 3§
Onda je
Gl g2
1 =

" 2 |

=9 + —_9 _ =

]Zl n+1 jz:lj
"1 2n
_;3_n+1
_ . 2n7
+1

Red veli¢ine harmonijskih brojeva u funkciji od n mozemo lako procijeniti
preko aproksimacije integrala funkcije f(z) = 1/z “produljenom” pravokutnom for-
mulom (tj. donjim i gornjim Darbouxovim sumama), s tim da pravokutnici imaju
donju i gornju stranicu duljine 1.

Gornju ogradu dobivamo pravokutnicima “ispod” grafa funkcije 1/x, tako da
je
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a donju ogradu pravokutnicima “iznad” 1/x
> / — =1In(n+1) > lnn.

Spajanjem ovih ocjena dobivamo
Inn<ln(n+1) < H, <lnn+1,
odakle odmabh slijedi H,, € O(logn), ali i mnogo preciznije informacije, poput
H,~ln, ii H,=lnn+r, n,€(0,1].

Kad to uvrstimo u (2.5.11), dobivamo red veli¢ine za D(n)

4 4
D(n)zZHn——n:ZIBn—I—Zrn— n
n+1 n+1

Vodeéi ¢lan je ocito 21Inn, pa ovu relaciju mozemo napisati u obliku
D(n):=2Inn — R(n),
gdje je R(n) negativni “ostatak”
4 4
R(n) := " —2r, =4 —
n+1 n+1

Znamo da je R(1) = 0. Zbog r,, € (0, 1], odmah vidimo da je 2/3 < R(n) < 4, za
svaki n > 1, pa je R(n) € O(1). Precizna ocjena za D(n) je

— 2r,.

2
21nn—4<D(n)§2lnn—§, n>1, (2.5.12)

uz D(0) = D(1) =0.
Na kraju, kad se vratimo na trazeni niz C'(n), imamo
2
C(n)=(n+1)D(n) ~2nlnn = 1—nlgn =(2In2)nlgn ~ 1.4nlgn.
ge
Naravno, relacija (2.5.12) daje i precizniju ocjena, ali to nije osobito bitno. Time

smo dokazali sljede¢i teorem.

Teorem 2.5.1. Prosjecni broj usporedbi kljuceva C(n) u algoritmu quicksort za sor-
tiranje polja od n elemenata (uz pretpostavku slucajnog polaznog poretka elemenata
i sluéajnog biranja pivotnih kljuceva) ima asimptotsko ponasanje

C(n) € O(nlogn).

Dodatno, multiplikativna konstanta u vodeéem ¢lanu je mala, tako da u bazi 2 vrijeds
C(n)~1l4nlgn.
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Isti rezultat o prosjecnoj slozenosti quicksort algoritma vrijedi i za ponesto
drugacije realizacije algoritma (findpivot, partition i rekurzija), naravno, uz istu
pretpostavku o jednakoj vjerojatnosti svih ulaznih poredaka. Pretpostavka o ra-
zlicitosti kljuceva sluzi, u principu, samo za pojednostavljenje izvoda.

Sto sve mozemo promijeniti bez veéih posljedica? Za konaéni rezultat, kljuéne
su polazne relacije (2.5.2), (2.5.3) i (2.5.4), pa treba pogledati koje promjene mozemo
tamo napraviti, i s kojim posljedicama. Usput, bilo bi jo§ zgodno dobiti konénu
rekurziju za C'(n) koja ima oblik poput (2.5.6), tako da ju mozemo rijesiti sli¢cnom
tehnikom.

Odmah je jasno da relacija (2.5.3)
C(n) =>_pjnC(n, j)
j=1

vrijedi uvijek, bez obzira na to s kojom vjerojatnoscu p;, biramo j-ti po velicini
pivotni kljué¢ (izmedu n moguéih kljuceva). Bitno je samo da sigurno uvijek biramo
neki pivotni kljuc, tako da je

> pin=1 (2.5.13)
j=1

Dakle, imamo ponesto slobode u izboru p; .

Za C(n,j), sto je prosjecan broj usporedbi kljuc¢eva u algoritmu, uz uvjet da
je pivotni kljué¢ j-ti po veli¢ini, vrijedila je relacija (2.5.4)

Cn,j)=(n—-1)+C(H—-1)+C(n—3j), j=1,...,n

Druga dva ¢lana na desnoj strani dolaze zbog jednake vjerojatnosti svih poredaka
u manjim poljima koja rekurzivno sortiramo. To je direktna posljedica osnovne
pretpostavke o jednakoj vjerojatnosti svih polaznih poredaka. Jedino se duljina
jednog od ta dva polja moze povecti za 1, ako pivotni element uklju¢imo u to
potpolje (8to nema puno smisla). Naravno, tada moramo zabraniti da to “manje”
potpolje bude iste duljine n kao i polazno, da ne dobijemo beskona¢nu rekurziju.
Dakle, na desnoj strani se uvijek javljaju vrijednosti oblika C'(k), za k < n, a zbroj
njihovih duljina bi mogao biti i jednak n. To neée bitno promijeniti stvar (vidjeti
malo kasnije).

Prvi ¢lan n — 1 na desnoj strani je broj usporedbi kljuceva u partition. Veé
smo rekli da on moze biti i veéi od n — 1. Zbog toga, na to mjesto mozemo opcéenito
staviti P(n), sto bi bila gornja ograda za broj usporedbi u partition, uz uvjet da je
J-ti po velicini klju¢ pivotni, ili, naprosto, gornja ograda za broj usporedbi, neovisno
o j. To vodi na gornju ogradu za C(n, j), pa u (2.5.3) dobivamo gornju ogradu na
C'(n). Nista strasno, naprosto definiramo da je C'(n) gornja ograda za prosjecan broj
usporedbi i, umjesto <, i dalje svagdje pisSemo jednakost. Dakle, u opéem slucaju,
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imamo
Cln,j) = P0) + CG— )+ Cln—j), j=1,....n, (2.5.14)

Kad to uvrstimo u (2.5.3), zbrojimo i sredimo sumu po C(j), bez obzira na vjero-
jatnosti p; ,, dobivamo rekurziju oblika

C(n) = z Py (P(n) + C(G — 1) + Cln — 1))
= P) + 3 pin(CG — 1) +Cln = ) (25.15)

n—1
7=0
uz

qj,n = ijan _'_pnfj,na j = 0, o, — 1 (2516)
Uocimo da iz (2.5.13) slijedi

n—1
> Gin =2, (2.5.17)
j=1

jer dva puta zbrajamo svaku vjerojatnost p; .

Kad bismo dozvolili da zbroj duljina potpolja za rekurziju bude jednak n, a
ne n — 1, umjesto (2.5.14), imali bismo

C(n,j)=Pn)+C(H)+C(n—34), j=1,...,n—1,
ili
C(n,j)=Pn)+C(H—-1)+Cn—j+1), j=2,...,n.

Uvrstavanjem u (2.5.3), nakon zbrajanja i sredivanja, opet dobivamo rekurzije ob-
lika (2.5.15)

C(n) = P(n) + z 4inC ).

uz malo drugacije veze izmedu koeficijenata g¢; ,, i vjerojatnosti p; ,, od onih u (2.5.16).
Nadite sami te relacije i pokazite da je g;, opet zbroj dvije vjerojatnosti py ,,, tako
da i dalje vrijedi (2.5.17) za zbroj svih koeficijenata g; ,,.

Dosadasnja razmatranja dovode nas do sljedec¢eg zakljucka. Uz pretpostavku
jednake vjerojatnosti svih ulaznih poredaka kljuceva, sve razumne implemetacije
quicksort algoritma, bez obzira na detalje implementacije, vode na rekurziju ob-
lika (2.5.15)

C(n) = P(n) + z 4inC ).

gdje je:
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e ((n) prosjecan broj usporedbi kljuceva (ili donja, ili gornja ocjena za taj broj),

e P(n) je broj usporedbi u partition dijelu algoritma (ili donja, ili gornja ocjena
za taj broj), s tim da mozemo uzeti da je uvijek n — 1 < P(n) <n+ 1,
e ¢, je zbroj vjerojatnosti oblika (2.5.16), s tim da vrijedi (2.5.17), tj. zbroj

svih koeficijenata g;, je 2.

Naravno, ponaSanje rjeSenja C'(n) kljuéno ovisi o tome kakvi su koeficijenti ¢;,, u
ovisnosti 0 7 i n.

Kao i obi¢no, opée rjesenje rekurzije (2.5.15) nije jednostavno nadi, pa se zato
ogranicavamo na nekoliko karakteristi¢nih slucajeva za koeficijente g; .

Prije toga, trebamo jedan op¢i rezultat za rjeSavanje odgovarajuc¢ih rekurzivnih
relacija.

Lema 2.5.1. Bilo koja rekurzivna relacija za niz x, oblika
UpnTpi1 = bpxy + gn, n>m, (2.5.18)

Uz Qy, by # 0, 1 neki pocetni uvjet x,,, moze se transformirati v “aditivnu” rekurziju
oblika
Ynt1 = Yn + hn> n > m,

gdje je
am o .. a’nfl a/m o .. anfl
bm"'bnfl bmbnflbn I

s ocitim riesenjem Ypi1 = hp + -+ Ay + Ym, U2 Ym = Tpn-

Yn = T, hn -

Dokaz:

Pomnozimo (2.5.18) sa “sumacijskim faktorom” (a, - an—1)/(bm -+ bp_1bn),

a/m P a’nfl a x . am PR anfl b x + a/m . e an*l g
ntn+1 — ntn n
bm Tt bnflbn bm e bnflbn bm e bnflbn

n>m.
Koristeéi definicije za y, i h,, ovu relaciju mozemo napisati u obliku

Yn+1 :yn+hna n = m.
Uz pocetni uvjet Y, = T 1 Ry = g /bm, rjesSenje ove rekurzije je

Iz ove leme odmah mozemo dobiti i dva bitna rezultata, koja ¢emo iskorstiti
za daljnju analizu quicksort algoritma.
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Korolar 2.5.1. Pretpostavimo da za niz x, vrijedi rekurzivna relacija oblika
c n—1
xn:fn—i——ij, n>m, (2.5.19)
n =
7=0

uz ¢ > 0, 1 neki pocetni uvjet .

Dokaz:
Pomnozimo (2.5.18 sa “sumacijskim faktorom” (a, - an—1)/(bm - - - bp—1byn),
A, "+ Q1 A, "+ * Q1 A, * ** Ay
——— Ty = by ————gn, N> M.
bm"'bnfl ! bm"'bnfl bm"'bnfl g

Koristeéi definicije za y,, i h,, ovu relaciju mozemo napisati u obliku
bnynJrl = bnyn + bnhna n=m,

pa dijeljenjem s b,, dobivamo y,,+1 = Yy, + hy, za n > m. Uz pocetni uvjet y,, = =,
i Ny = gm/bm, TjeSenje ove rekurzije je

yn+1:hn+"'+hm+xm'

|
Postavlja se pitanje da li isti zakljucak vrijedi i za drugacije izbore pivotnih
kljuceva. Odgovor je potvrdan, uz vrlo blage pretpostavke.
Kad to uvrstimo u (2.5.2), zajedno s p;, = 1/n, izlazi rekurzija za prosjecni
broj usporedbi kljuceva C(n)

) =Y~ (n=140( 1) +Cln—3)) = (1= 1)+ = 3(C( ~1) +Cln— ).
" " (2.5.20)
C(n) = (n— 1)+%20(j —1). (2.5.21)

J=1

Napomena 2.5.1. Izbor pivotnog kljuca za koji vrijedi (2.5.2) je pravi, stvarno
slucajni izbor pivotnog kljuca u svakom koraku algoritma. Tada v s jednakom
vjerojatnoséu moze biti bilo koji po veli¢ini element u radnom polju. Napomena uz
relaciju (2.4.8) pokazuje da i za taj izbor vrijedi ista ocjena prosjecne slozenosti.

Ovaj rezultat ne iznenaduje. Naime, u idealnom slu¢aju, oba bi potpolja imala
uvijek iste duljine ili maksimalno za 1 razlicite duljine. Tj. za dobre izbore pivotnih
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kljuceva vrijedi da se maksimum p;,, dostize za srednje vrijednosti j ~ n/2, a opada
prema rubovima.

Obzirom na to da i u idealnom sluc¢aju dobivamo isti oblik ocjene, mozemo
zakljuciti da izbor veceg od prva dva kljuc¢a ne utjece bitno na konac¢ni rezultat o
prosjecnoj slozenosti. |
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3. Pohlepni algoritmi

Pohlepni algoritmi su, obi¢no, jednostavnog oblika. Koriste se, uglavnom, za
rjeSavanje problema optimizacije, na pr.

e nalazenje minimalnog razapinjuceg stabla grafa,
e nalazenje najkraceg puta u grafu,

e nalazenje najboljeg redoslijeda izvodenja zadanih poslova.

Apstraktna formulacija takvog problema optimizacije standardno sadrzi sli-
jedece karakteristicne elemente.

e Skup C svih moguéih (raspolozivih ili dozvoljenih) kandidata — na pr.
bridovi grafa ili poslovi koje treba obaviti.

e Funkciju koja provjerava da li odredeni skup S izabranih kandidata daje (pred-
stavlja) rjeSenje zadanog problema, ignorirajuci (bar zasad) pitanje optimal-
nosti tog rjesenja. Drugim rije¢ima, funkcija rjesenje daje odgovor da ili ne,
tj. ima vrijednosti tipa boolean. Na pr. ova funkcija provjerava da li je neki
skup bridova put izmedu dva zadana vrha u grafu.

e Funkciju cilja (engl. objective function) koja daje vrijednost svakog rjesenja
problema. To je funkcija koju optimiziramo (minimiziramo ili maksimiziramo)
— na pr. ukupna duljina razapinjuceg stabla, duljina puta izmedu dva vrha,
ukupno vrijeme potrebno za izvodenje poslova u zadanom poretku.

U ovim terminima, rjeSavanje problema optimizacije je trazenje skupa kandidata
koji predstavlja rjeSenje problema i optimizira vrijednost funkcije cilja. Obic¢no pret-
postavljamo da polazni problem ima barem jedno rjesenje, tj. da postoji podskup
S C C koji je rjesenje problema. Onda je problem optimizacije korektno definiran
i, takoder, ima rjesenje.

Vidimo da se rjesenje problema svodi na trazenje (izbor) pravog podskupa
S C C. Broj svih podskupova skupa C je 2/°!, pa trazenje pravog podskupa S moze
vrlo dugo trajati. Zbog toga se rjeSenje problema optimizacije ne trazi ispitivanjem
svih podskupova, ako se to moze izbje¢i. Obi¢no se trazeni skup S konstruira
element po element, tj. dodavanjem (prihva¢anjem) i izbacivanjem kandidata, vodeéi
racuna o funkciji cilja.
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Pohlepni algoritam je pokusaj brzog nalazenja rjeSenja — izbora kandidata
za trazeni skup S. U takvom algoritmu imamo jo$§ neke dodatne karakteristicne
objekte.

e Skup onih kandidata koje smo veé iskoristili.

e Funkciju koja provjerava da li je odredeni skup kandidata dopustiv (engl.
feasible), tj. da li je moguce taj skup dopuniti tako da dobijemo bar jedno
rjesenje problema (ne nuzno optimalno).

e Funkciju izbora (selekcije) koja u svakom trenutku daje najperspektivnijeg,

jos neiskoristenog kandidata.

U ovim terminima rad pohlepnog algoritma mozemo opisati na slijedec¢i nacin.
Algoritam napreduje korak po korak.

e Na pocetku je skup S izabranih kandidata prazan (S = ).

e U svakom koraku, skupu S pokusavamo dodati najboljeg preostalog (neisko-
ristenog) kandidata, ozna¢imo ga s z. Prijedlog tog kandidata daje funkcija
izbora, tj. = je kandidat na kojem se dotize maksimum vrijednosti izbor(z).

e Ako skup SU{x} do tada izabranih kandidata, zajedno s upravo predlozenim,
nije viSe dopustiv, odbacujemo x. Tog odbacenog kandidata nikada viSe ne
provjeravamo, tj. ne vracamo ga medu neiskoriStene, ve¢ ga prebacujemo
u odbacene kandidate. Odavde slijedi da svaki kandidat moze biti provjeren
samo jednom, Sto daje brzinu pohlepnom algoritmu.

e Ako je SU{x} dopustiv, dodajemo kandidata x skupu S, tj. on postaje stvarno
izabran (prihvacen).

e Svaki put kad povecamo skup S, provjeravamo da li je novi S i rjeSenje proble-
ma. Ako je — stajemo, a u protivnom idemo na novi korak — izbor slijedeceg
kandidata z, ako takav postoji.

Sasvim opcenito, u svakom trenutku, skup C svih kandidata je disjunktna
unija slijede¢a 3 podskupa.
e (y = skup neiskoristenih kandidata,
e S = skup izabranih (prihvacenih) kandidata,
e D = skup odbacenih kandidata.

Na pocetku je Cp = C, a S = D = (). Funkcija izbor je definirana na skupu C.

U pohlepnom algoritmu, skup Cj se stalno smanjuje, a skupovi S i D rastu.
Za pojednostavljenje zapisa algoritma, skup Cy pamtimo u skupu (varijabli) C, a
skup D uopcée ne pamtimo, jer te kandidate vise ne provjeravamo.

Op¢i oblik pohlepnog algoritma je
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procedure greedy ( C' : skup ; var S : skup ; var OK : boolean ) ;

{ C je na pocetku skup svih raspolozivih kandidata. }
{ U skupu S akumuliramo rjesenje problema. }
{ OK kaze da li je nadeni S rjesenje. }

begin

S:=0;

while not rjesenje(S) and (C' # ) do
begin
x := element iz C' koji maksimizira vrijednost izbor(z) ;
C:=C\{z};
if dopustiv(S U {x}) then S := S U {z} ;
end ;

OK := rjesenje(S) ;
end ; { greedy }

Vidimo da pohlepni algoritam ne mora nadéi rjesenje problema. Cak i ako ga
nade, to rjeSenje ne mora biti optimalno, jer pohlepni algoritam nigdje ne koristi
funkciju cilja, ve¢ samo funkciju izbora. Da bi ovako nadeno rjesenje bilo i op-
timalno rjesenje, treba dokazati da pohlepni algoritam korektno rjesava problem
optimizacije.

Funkcija izbora je najces¢e bazirana na funkciji cilja. Te dvije funkcije ¢ak
mogu biti identicne. Medutim, kao Sto ¢emo vidjeti, ima problema za koje postoji
nekoliko prihvatljivih moguénosti za funkciju izbora (a funkcija cilja je, naravno,
ista). Katkad treba odabrati pravu funkciju izbora, da bi pohlepni algoritam radio
korektno, u smislu da zaista rjeSava problem optimizacije. Osim toga, razlictim
funkcijama izbora mozemo dobiti razlicte korektne algoritme za isti problem.

Lako se vidi zasto ove algoritme zovemo “pohlepnim”. U svakom koraku al-
goritam uzima najbolji zalogaj koji moze progutati, ne vodeé¢i racuna o buduc¢nosti
(ili proslosti). On nikad ne mijenja odluku — kad je kandidat jednom prihvaéen u
rjesenje, on tamo i ostaje (bio dobar ili ne). Takoder, ako je jednom odbacen, to je
zauvijek, nikada viSe nece biti provjeren.

Zbog toga su pohlepni algoritmi brzi, jer svakog kandidata provjeravamo naj-
vise jednom (tj. broj provjera je najvise |C|). Za uzvrat, u nekim problemima ne
dobivamo optimalno rjesenje. Cak i tada, ovi algoritmi imaju veliku primjenu. Cesto
se koriste za rjesavanje dokazano teskih problema, poput TSP, kao brza heuristika
koja daje nekakvo rjeSenje, iako ne optimalno. To rjeSenje se moze iskoristiti kao
polazno u iterativnim metodama optimizacije, koje rade na principu poboljsavanja
postojecteg rjesenja.

U nastavku promatramo neke probleme za koje pohlepni algoritmi daju opti-
malno rjesenje.
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3.1. Minimalno razapinjuce stablo

Neka je G = (V, E) povezan, neusmjeren graf sa skupom vrhova V' i skupom
bridova (grana) E. Svaki brid e € E ima nenegativnu duljinu ¢(e), tj. zadana je
funkcija £ : E — R{ duljine ili cijene bridova.

Problem MST (Minimal Spanning Tree) — minimalno razapinjuce stablo.

Treba nac¢i podskup 7" bridova grafa GG tako da svi vrhovi iz V' ostanu povezani
samo bridovima iz T i da je zbroj duljina bridova u 7" minimalan, po svim takvim
skupovima T'. [

Lako se vidi da je podgraf (V,T') grafa G stablo, tj. povezan graf bez ciklusa.
Taj graf zovemo minimalno razapinjuce stablo grafa G.

Ovaj problem ima mnogo primjena. Na primjer, ako vrhovi od G predstavljaju
gradove, a cijena brida {a,b} je cijena izgradnje ceste izmedu gradova a i b, onda
minimalno razapinjuce stablo grafa GG kaze kako treba projektirati najjeftiniji moguci
sustav cesta koji povezuje sve zadane gradove.

Konstruirat ¢emo 2 pohlepna algoritma za rjesenje ovog problema. U ranijoj
terminologiji za pohlepne algoritme, imamo slijede¢a znacenja.

e Kandidati su bridovi grafa, tj. C' = FE.

e Skup S izabranih bridova je rjeSenje problema, ako bridovi iz S tvore raza-
pinjuce stablo za G, tj. vezu sve vrhove iz V.

e Skup S bridova je dopustiv, ako ne sadrzi ciklus. Uoc¢imo da ne trazimo da
taj skup daje stablo na V, tj. da (V,.S) bude povezan graf. Dozvoljavamo da
taj graf bude i Suma — nepovezan, a svaka komponenta povezanosti je stablo.
Upravo na tom mjestu ¢e se algoritmi razlikovati.

e Funkcija cilja je o¢ita — zbroj duljina svih bridova u rjesenju (razapinjuéem
stablu) i treba ju minimizirati.

Funkciju izbora specificiramo kasnije, jer ona razlikuje algoritme.

Uvedimo jos dva termina potrebna za dokaz korektnosti pohlepnih algori-
tama. Dopustiv skup bridova je obeéavajuci, ako se moze dopuniti do optimalnog
rjeSenja. Posebno, prazan skup je obecavajuéi, ¢im je G povezan. Brid e dira dani
skup vrhova W, ako tocno jedan kraj brida e pripada skupu W. Slijede¢a lema
omogucava konstrukciju algoritama i dokaz njihove korektnosti.

Lema 3.1.1.

Neka je G = (V, E) povezan, neusmjeren graf i neka je ¢ : E — Ry funkcija
cijene (duljine) bridova. Neka je W C V' pravi podskup skupa vrhova i neka je
T C E obecavajuci skup bridova, takav da niti jedan brid iz T ne dira W. Neka je
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¢’ € E najkraéi brid koji dira W (ili bilo koji takav, ako ima vise najkracih). Tada
jge i skup bridova T' =T U {e'} obecavajudi.

Dokaz:

Po pretpostavci, T' je obecavajuéi. Zbog toga, postoji skup bridova U C FE,
takav da je podgraf (V,U) minimalno razapinjuce stablo grafa G i vrijedi 7" C U.
Ako je ¢ € U, onda je T C U i dokaz je gotov.

Pretpostavimo da je ¢’ ¢ U i neka je Uy = U U {¢'}. Podgraf (V,U) je stablo,
pa (V,U;) mora sadrzavati tocno jedan ciklus. U tom ciklusu, jer brid €' dira W,
mora postojati barem jos jedan brid e # € koji, takoder, dira W. Naime, zbog
W # V| taj ciklus mora “uéi” i “izaé¢i” iz skupa W s barem 2 brida — jedan je €/,
a drugi e. U protivnom se ciklus ne bi mogao zatvoriti. Brid e ne pripada skupu 7',
jer e dira W, a niti jedan brid iz T ne dira W.

Ako izbacimo brid e iz Uy, taj ciklus se prekida. Na taj nacin dobivamo skup
bridova U" = Uy \ {e}, s tim da je (V,U’) razapinjuce stablo grafa G. Zbog e ¢ T,
vrijedi T'C U’, pa iz € € U’ slijedi T" C U’.

Na kraju, po pretpostavci je £(e') < {(e), jer je € najkraéi brid koji dira W.
Uocimo da U’ dobivamo iz U zamjenom brida e, bridom ¢’. Tada je

S tw) — Y tu) = () — Lle),

uelU’ uelU

odakle slijedi

> Mu) < 3w,

uelU’ uelU
No, (V,U) je minimalno razapinjuce stablo za G. Zbog toga, u prethodnoj relaciji
mora vrijediti jednakost, a (V,U’) je, takoder, minimalno razapinjuce stablo za G.
Iz T" C U’ slijedi da je T" obeéavajuéi skup bridova. [ ]

Osnovna razlika izmedu raznih pohlepnih algoritama za rjesavanje problema
MST je u poretku izbora bridova. Primov algoritam gradi stablo koje raste, a
Kruskalov pohlepno slaze sumu koju postepeno spaja u stablo. Oba algoritma paze
da dodavanjem brida ne zatvore ciklus.

3.1.1. Primov algoritam

Autori ovog algoritma su Prim (1957.g.) i Dijkstra (1959.g.), a tek kasnije je
otkriveno da je Jarnik jos 1930. godine formulirao slican postupak.

Algoritam pocinje u bilo kom vrhu — korijenu stabla. Na pocetku je skup
W jednoclan, s bilo kojim vrhom kao elementom, a skup 7' je prazan. U svakom
koraku, poveéavamo do tada nadeno stablo (W, T'), tako da skupu 7" dodajemo novi
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brid koji dira W, a skupu W dodajemo vrh tog brida koji nije bio u W. Na taj
nacin imamo stablo koje raste, sve dok ne poveze sve vrhove iz V.

Funkcija izbora u Primovom algoritmu ima slijedeci oblik. U pojedinom ko-
raku, za trenutni graf (W, T'), funkcija izbora bira najkraéi brid e = {u,v}, takav
da je

veV\W 1 veW.
Nakon toga, algoritam dodaje vrh u skupu W i brid {u,v} skupu 7. Ocito je da,
u svakom trenutku, bridovi u skupu 7' tvore minimalno razapinjuce stablo grafa
(W, E"), gdje je E' restrikcija od E na skup vrhova W C V. Algoritam se nastavlja
sve dok je W # V. Neformalni zapis algoritma je

procedure Prim (
G=(V,E): graf ;
(:E— RS : funkcija ;
var T : skup_bridova ) ;

begin
{ Inicijalizacija. }
T:=0;
W := bilo koji element iz V ;

{ Pohlepna petlja. }
while W #V do
begin
nadi brid e = {u, v} najmanje duljine ¢(e),
takav dajeu e V\Wive W

T:=TU{e};
W =W U{u} ;
end ; { while }
end ; { Prim }
Teorem 3.1.1.

Primov algoritam radi korektno, tj. za povezan, neusmjeren graf G s funkcijom
cijene £, algoritam vraéa skup bridova T takav da je (V,T) minimalno razapinjuce
stablo grafa G.

Dokaz:
Direktno iz leme 3.1.1., indukcijom po broju vrhova u skupu W. [ |
Uoc¢imo da se while petlja izvrsava tocno |V| — 1 puta, jer svaki prolaz dodaje

po jedan vrh skupu W.

Napomena 3.1.1. U ovom obliku algoritma, izabrani brid uvijek prihva¢amo, t;j.
nema odbacivanja i zato se while petlja izvrsava to¢no |[V| — 1 puta.
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Kad bi funkcija izbora dala samo brid najmanje duljine medu preostalim
bridovima (§to je logi¢nija realizacija), imali bismo moguénost odbacivanja. Funkci-
ja dopustiv treba, prema lemi 3.1.1., prihvatiti samo one bridove e = {u,v} za koje
jeue V\WiveW (ili obratno). Tada, dodavanjem brida e skupu 7', dobivamo
minimalno razapinjuée stablo za podgraf od G' s vrhovima u W U {u}. [ |

Napomena 3.1.2. Graf G s funkcijom ¢ moze imati vise minimalnih razapinjuc¢ih
stabala. U Primovom algoritmu se ta moguénost ogleda tako, da moze biti vise
bridova e najmanje duljine ¢(e), koji diraju trenutni skup vrhova W. [ |

Za potpunu specifikaciju algoritma, treba odabrati strukture podataka za
prikaz objekata, koje omogucavaju efikasno izvodenje izbora.

Jednu jednostavnu implementaciju Primovog algoritma dobivamo na slijedec¢i
nacin. Pretpostavimo da su vrhovi grafa G numerirani brojevima od 1 do n, tj. da je
V ={1,...,n}. Bridove grafa i pripadne duljine zadajemo simetri¢cnom matricom
L reda n, s elementima

L(u,v) = {é({u,v}) , akoje {u,v} € E

o0, inace,

uz pretpostavku da su duljine ¢({u, v}) bridova nenegativne.

Za realizaciju funkcije izbora, koristimo jos 2 polja: nearest (najblizi) i mindist
(najmanja udaljenost), indeksirana vrhovima iz V. Za vrh i € V' \ W, stavljamo

nearest[i] = vrh iz W najblizi vrhu i,

mindist[i] = udaljenost vrhova i, nearest[i].

Za vrh i € W stavljamo mindist[i] = —1, tako da skup W ne treba posebno pamtiti.
U inicijalizaciji, proizvoljno uzimamo W = {1}, a elemente nearest[1] i mindist[1]
uopcée ne koristimo. Na kraju, zbog |V| = n, znamo da kona¢ni skup 7" ima tocno
n — 1 bridova (zbog povezanosti grafa G), pa while petlju realiziramo kao for petlju.

Jedini preostali problem je reprezentacija skupa bridova T. Zbog |T| =n —1,
za T mozemo koristiti i polje bridova. Svaki brid je dvoé¢lani skup, kojeg mozemo
reprezentirati na nekoliko na¢ina — “pravim” skupom (u Pascalu), poljem od 2 vrha
ili recordom (zapisom) s 2 vrha. Za T mozemo koristiti i 2 polja vrhova — prvo za
jedan vrh brida, a drugo za drugi vrh. Toc¢na reprezentacija za T ovisi o konkretnoj
primjeni algoritma i ne¢emo ju detaljno specificirati.

Takoder, ne¢emo vratiti ukupnu duljinu bridova iz 7. Dodatak toga u algori-
tam je trivijalan.
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Algoritam 3.1.1. (Primov algoritam za MST)

procedure Prim (
n : integer ;
L : matriz ; { koristimo L[1..n,1..n] }
var T : skup_bridova ) ;

begin
{ Inicijalizacija W :=[1], T =[]. }
T :=0; {T akumulira bridove MST. }
for j:=2ton do {samo vrh 1 je uskupu W. }

begin

mindist[j] := L[j, 1] ;
nearest[j] := 1 ;

end ; {forj}

{ Pohlepna petlja. }
fori:=1ton—1do { T sadrzi n— 1 bridova. }

begin

min ;= 00 ;

for j ;=2 ton do

if (mindist[j] > 0) and (mindist[j] < min) then

begin
min = mindist[j] ;
k=7
end ; {if, for j }

{ k je definiran ako i samo ako je G povezan, inace ne! }
T :=T U {{k, nearest[k]} } ;
mindist[k] := —1; { dodaj vrh k skupu W. }
{ Popravi polja nearest, mindist za novi k u skupu W. }
if i <n —1 then
for j :=2ton do
if L[k, j] < mindist[j] then {j¢ W }

begin
mindist[j] :== Lk, j] ;
nearest[j] ==k ;

end ; {if, for j,if }
end ; { for i — pohlepna petlja }
end ; { Prim }
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Zadatak 3.1.1. Beskonac¢ne vrijednosti, obi¢no, ne mozemo Kkoristiti u programu.
Problem se javlja na dva mjesta: u matrici L i inicijalizaciji varijable min. Kako
treba popraviti algoritam, ako to zelimo izbjec¢i? [ |

Zadatak 3.1.2. Povezanost grafa GG je bitna pretpostavka za korektnost algoritma.
Ovaj algoritam to ne provjerava. Kako ga treba popraviti da uredno javlja da je G
nepovezan? Koje znacenje tada ima skup T kojeg vraca algoritam? [ |

3.1.2. Slozenost Primovog algoritma

Za graf G' s n vrhova, pohlepna (vanjska) petlja se izvrsava toéno n — 1 puta.
U nasSoj implementaciji, svaki korak — prolaz kroz tu petlju, sadrzi jos dvije petlje
s po n — 1 prolaza, a sve ostale operacije su elementarne i njihovo trajanje ne ovisi
o n. Dakle, svaki korak ima trajanje O(n), a u nasem programu vrijedi O(n).

Zakljucujemo da za vremensku slozenost Primovog algoritma vrijedi

T(n) = O(n?), (3.1.1)

a u naem programu je T(n) = O(n?), gdje je n = |V|. Za empirijsko racunanje
slozenosti, pogodno je uzeti kvadratni polinom kao oblik funkcije za T'(n).

Preciznija procjena trajanja, naravno, ovisi o tome koliko bridova ima graf G,
jer to bitno utjece na broj prolaza kroz “then” blokove u if-ovima. Zbog toga Sto
je G povezan i neusmjeren, ocito je

1
n—1§|E|§§n(n—1).

Ako je G “gust” graf, tj. |E| je blizu gornje granice, broj prolaza kroz “then”
blokove je velik.

Ako je G “rijedak”, tj. blizak stablu, takvih prolaza je vrlo malo. Tada je
pogodnije polja nearest i mindist reprezentirati dinamicki, na pr. listom. Posebno

to vrijedi za mindist, tako da ne pamtimo vrijednosti —1, koje odogovaraju vec
povezanim vrhovima. Ova modifikacija bitno skracuje trajanje obje unutarnje petlje.

Detaljnija analiza ovisi o detaljima strukture grafa G — broju bridova, stup-
njevima vrhova i sl.

3.1.3. Kruskalov algoritam

Ovaj algoritam formulirao je Kruskal 1956. godine. Kao i kod Primovog al-
goritma, u skupu bridova 7" akumuliramo minimalno razapinjué¢e stablo grafa G.
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Medutim, Kruskalov algoritam stalno radi s podgrafom oblika (V,T') grafa G, tj. sa
svim vrhovima od G, pa nema skupa W i dodavanja vrhova tom skupu.

Na pocetku je T = (), a u svakom koraku skupu 7" pokusavamo dodati neki
brid.

U svakom trenutku Kruskalovog algoritma, podgraf (V,T') se sastoji od nekog
broja povezanih komponenti, ali sam ne mora biti povezan. Bridovi iz T, sadrzani
u nekoj komponenti povezanosti grafa (V,T), ¢ine minimalno razapinjuce stablo za
tu komponentu (tj. vezu sve vrhove u toj komponenti i to najmanjom duljinom).
Drugim rije¢ima, T' je obecavaju¢i skup bridova.

Na pocetku, kada je T prazan, svaki vrh grafa G je zasebna, trivijalna kompo-
nenta povezanosti. Takvih komponenti je |V| = n. Nakon toga, algoritam spaja po
dvije disjunktne komponente povezanosti u jednu, veé¢u komponentu povezanosti,
dodavanjem brida izmedu njih. Zbog povezanosti grafa G, algoritam zavrSava u
trenutku kad dobijemo samo jednu komponentu povezanosti. Tada je (V,T') mini-
malno razapinjuce stablo za G.

Ostaje jos opisati kako biramo bridove za spajanje komponenti. Na pocetku,
sortiramo sve bridove iz E, uzlazno po duljini. U svakom koraku biramo najkraci
preostali brid.

Ako on spaja dva vrha u razli¢itim (disjunktnim) komponentama povezanosti,
onda ga dodajemo skupu 7'. Taj novi brid spaja dvije komponente povezanosti u
jednu. Prema lemi 3.1.1., bridovi iz T' ¢ine minimalno razapinjuce stablo za tu novu
komponentu.

U protivnom, brid odbacujemo, jer spaja dva vrha iz iste komponente pove-
zanosti. Po pretpostavci, bridovi iz T' veé¢ tvore minimalno razapinjuce stablo za
tu komponentu, pa bi dodavanje tog brida u skup T zatvorilo ciklus. Tada bi T
prestao biti obec¢avajuéi.

Teorem 3.1.2.

Neka je G povezan, neusmjeren graf s funkcijom cijene €. Kruskalov algoritam
nalazi skup bridova T takav da je (V,T) minimalno razapinjuée stablo za G.

Dokaz:

Dokaz smo ve¢ proveli, opisujué¢i algoritam. Formalno govoredi, koristimo in-
dukciju po broju izabranih bridova do tog trena, pozivanjem na lemu 3.1.1. u svakom
koraku. [ |

Za razliku od Primovog algoritma, pohlepno biramo bridove, ne vodeéi racuna
o tome da li su oni vezani s prethodno odabranim bridovima ili ne. Pazimo samo
na to da ne zatvorimo ciklus. Tj. graf (V,T) u Kruskalovom algoritmu je Suma
(nepovezan), a stajemo kad postane stablo (povezan).
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Zadatak 3.1.3. Graf moze imati vise minimalnih razapinjucih stabala. Kako se to
odrazava u Kruskalovom algoritmu? [ |

Zadatak 3.1.4. Sto se dogada u ovom algoritmu, ako G nije povezan? [ |

U Kruskalovom algoritmu moramo sortirati bridove po duljini. Zbog toga je
pogodnije graf prikazati nizom (poljem, listom) bridova s pridruzenim duljinama, a
ne matricom udaljenosti.

Ostatak algoritma sastoji se iz operacija na komponentama povezanosti grafa
(V,T). Svaku komponentu povezanosti reprezentiramo skupom vrhova koji pri-
padaju toj komponenti. Bridove iz T ne treba dodatno pamtiti (osim, naravno, u
T). Na takvoj strukturi disjunktnih skupova vrhova trebamo slijedece dvije opera-
cije.

e find(z) — “nadi skup od z”, nadi skup vrhova — komponentu povezanosti u
kojoj se nalazi vrh x,

e merge(A, B) — “spoji A i B”, spoji dva disjunktna skupa (komponente po-
vezanosti) A 1 B u jedan skup (unija disjunktnih skupova).

Potrebna apstraktna struktura (ili tip) podataka su tzv. disjnktni skupovi —
particije, nad odredenim skupom (univerzumom). U naSem slu¢aju, univerzum je
skup V' svih vrhova grafa GG, a komponente povezanosti grafa (V,T') su particija tog
skupa.

Ovu strukturu i algoritme za efikasnu implementaciju operacija find i merge
opisujemo nakon zapisa Kruskalovog algoritma. U tom zapisu, koristimo ove dvije
operacije kao potprograme, a kasnije ¢emo ih detaljno specificirati. Osim toga,
umjesto n = |V|, koristimo oznaku N = |V|.

procedure Kruskal (
G=(V,E): graf ;
(:E— RS : funkcija ;
var T : skup_bridova ) ;

begin
{ Inicijalizacija. }
sortiraj F uzlazno po duljini ¢ bridova ;
T:=0;
N:=card(V); { =|V]}
inicijaliziraj N (disjunktnih) skupova tako da svaki sadrzi
tocno po jedan (razlicit) vrh iz V' ;
{ Pohlepna petlja. }
repeat
{u,v} := najkraéi preostali brid (do tada neobraden) ;
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{ Nadi komponente povezanosti kojima pripadaju vrhovi u i v. }
ucomp = find(u) ;
veomp = find(v) ;
if ucomp # vcomp then { prihvati brid {u,v} }
begin
{ Spoji razlicite komponente povezanosti u jednu. }
merge(ucomp, vcomp) ;
T:=TuU{{u,v}};
end
else
odbaci brid {u,v} ; { jer bi zatvorio ciklus }
until card(T) =N — 1 ;
end ; { Kruskal }

U ovom algoritmu moze doé¢i do odbacivanja brida, pa repeat ne mozmo
pretvoriti u for petlju. Uvjet zaustavljanja card(T) = N — 1, odgovara tome da
minimalno razapinjuc¢e stablo u povezanom grafu s N vrhova, ima totno N — 1
bridova. Ekvivalentno je da je preostala samo jedna komponenta povezanosti.

Zadatak 3.1.5. Ako graf G nije povezan, kako treba modificirati ovaj uvjet da
algoritam daje smisleni rezultat? Sto je tada rezultat? [ |
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4. Brza diskretna
Fourierova transformacija

Diskretna Fourierova transformacija (skra¢eno DFT) ima vrlo veliko podrucje
primjene, posebno u obradi signala i otklanjanju Sumova. Upravo zato je brza re-
alizacija diskretne Fourierove transformacije (tzv. Fast Fourier Transform, skra¢eno
FFT) jedan od najvaznijih i najcesCe koristenih algoritama uopée. Na njemu su
bazirani i mnogi drugi brzi algoritmi u aritmetici i algebri.

Osnovna primjena FFT-a u ovom poglavlju bit ¢e brzi algoritam za mnozenje
kompleksnih polinoma. Zbog toga su definicija DFT-a i sve oznake prilagodene tom
cilju.

4.1. Problemi evaluacije i interpolacije

Neka je A bilo koji kompleksni polinom stupnja najvise n — 1, gdje je n € N
prirodan broj. Taj polinom mozemo napisati u obliku

n—1
Alz) =D a7,
=0

gdje su ag,...,a,_1 € C koeficijenti tog polinoma u standardnoj bazi vektorskog
prostora svih polinoma stupnja najvise n — 1 nad poljem kompleksnih brojeva.
Dimenzija tog vektorskog prostora je bas n, pa zato kazemo da je A polinom reda
n. Time izbjegavamo eksplicitno navodenje stupnja (koji moze biti i manji od n—1).

Prirodni izomorfizam ovog vektorskog prostora i prostora C" pokazuje da je
polinom A jednoznacno odreden vektorom koeficijenata

a = (ap,ay,...,a,—1) € C".
Pretpostavimo sad da smo izabrali to¢no n razlicitih kompleksnih tocaka

205 %15+ -y An—1 e€C
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i zelimo izracunati vrijednosti polinoma A u svim tim tockama. Uz oznaku
yk:A(Z’k), k:O,...,n—l,
polinomu A, odnosno vektoru koeficijenata a, pridruzili smo novi vektor

Y= (y())yl) s ayn—l) eC"

(iz istog n-dimenzionalnog prostora C"), koji sadrzi vrijednosti zadanog polinoma
u zadanim tockama.

Ovo pridruzivanje a +— y potpuno je zadano izborom tocaka zg, ..., z,_1 (i to,
oCito, jednoznacno). Kad raspisemo komponente vektora y u obliku

n—1
yp = A(zx) = Zajzi, k=0,...,n—1,
j=0

vidimo da je svaki y;, linearna kombinacija koeficijenata a;, Sto mozemo matricno
zapisati u obliku

0 1 n—1
Y1 21 A 21 ay
0 1 n—1
Yn—1 Zp—1 #n—1 """ Zn—1 An—1

0 1 n—1
20 *0 0
ZO 21 n—
1 1 1
Vn(ZOa"'azn—l) - . . .
0 1 n—1
fn—1 *n—1 Zn—1

Odmah vidimo da je ova matrica zapravo Vandermondeova matrica izabranog vek-
tora tocaka zp,...,2,_1, pa iz linearne algebre znamo razna svojstva ovih matrica
(koja ¢e nam malo kasnije trebati).

Za pocetak, uotimo da je pridruzivanje a +— y linearna transformacija (ili
operator) iz C" u C", a matrica tog operatora je upravo V,(zo, ..., Z,_1)-

Algoritamski gledano, za zadani vektor tocaka zg, ..., z,_1, zanimljivo je gle-
dati dva problema.

4.1.1. Problem evaluacije (izracunavanja)

Prvi problem je tzv. problem evaluacije ili izracunavanja, u kojem za
zadani vektor a treba izracunati pripadni y. Dakle, tocke smatramo fiksnima, ulaz je
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vektor a koeficijenata polinoma, a izlaz vektor y vrijednosti tog polinoma u zadanim
tockama. Sasvim opcéenito, ovaj problem se svodi na mnozenje matrice i vektora

y="Vu(z0,-..,20-1) - a,

kad uredene n-torke iz C" zapiSemo matricno kao stupce. Standardnim algoritmom
(skalarnim produktima), ovaj problem moZemo rijesiti u ©(n?) kompleksnih arit-
metickih operacija. Preciznije, treba nam n(n — 1) mnozenja i isto toliko zbrajanja.

Alternativni algoritam dobivamo tako da “zaboravimo” na matrice i vektore,
i cijeli problem interpretiramo kao n nezavisnih ra¢unanja vrijednosti polinoma u
tocki (ulaz su polinom A i tocka z). Znamo da je Hornerova shema optimalan
algoritam za jedan takav problem, a slozenost je (najvise) n — 1 mnozenja i isto
toliko zbrajanja (jer je polinom stupnja najvise n — 1). Kad to ponovimo n puta,
dobivamo istu slozenost kao i za mnozenje matrice i vektora, tj. kvadratnu u n.

Uocite da optimalnost Hornerove sheme za jednu tocku ne povlaéi optimal-
nost primjene istog algoritma n puta za n tocaka, jer tocke mogu biti specijalne,
a i polinom mozemo ponesto “pripremiti” za racunanje u puno tocaka. Dakle, bar
za posebne izbore tocaka, mozemo se nadati da postoje i brzi algoritmi za problem
evaluacije.

4.1.2. Problem interpolacije

Drugi problem je obrat (ili inverz) prvoga. Za zadani vektor y vrijednosti poli-
noma u zadanim tockama, treba naci vektor a koeficijenata tog polinoma. Drugim
rijeCima, treba naci polinom A koji u zadanim tockama ima zadane vrijednosti, pa je
prirodno da se ovaj problem zove problem interpolacije (prisjetite se interpolacije
polinomima iz numericke matematike).

Matriéno—vektorski gledano, treba rijesiti linearni sustav

y="Vu(z0,...,20-1) - a,

jer a trazimo, a y znamo.

Pogledajmo prvo kad ovaj sustav ima jedinstveno rjeSenje (tako da ga ima
smisla rac¢unati). Matrica sustava je Vandermondeova, pa je pripadna determinanta,
naravno, Vandermodeova, a za nju znamo da vrijedi

det(Vo(zo,- -y 20-1)) = [ (26 — 20).

0<t<k<n—1

Vidimo da je pretpostavka o razli¢itosti izabranih tocaka, z, # z,, za k # £, nuzan
i dovoljan uvjet da matrica sustava bude regularna, tj. da sustav ima jedinstveno
rjeSenje.
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Sad kad smo to ustanovili, mozemo raspravljati o slozenosti racunanja rjesenja
ovog linearnog sustava. Sasvim opcenito, mozemo koristiti Gaussove eliminacije
(ili LU faktorizaciju), kao da je matrica sustava bilo koja regularna matrica. Taj
postupak ima slozenost ©(n?®) kompleksnih aritmetickih operacija, tj. kubnu u n,
Sto je bitno sporije od prvog problema.

Medutim, nas sustav ima matricu vrlo specijalne strukture (Vandermondeovu),
pa ocekujemo da se rjeSenje moze naci i brze. Zaista, nije teSko konstruirati algo-
ritme koji imaju kvadratnu slozenost u n (kao i za prvi problem).

Zadatak 4.1.1. U numerickoj matematici standardno se rade Lagrangeova i New-
tonova formula za interpolaciju. Medutim, pripadni oblici interpolacionog polinoma
koriste prikaze polinoma u malo drugacijim bazama od standardne. Sastavite pri-
padne algoritme za nalazenje koeficijenata polinoma u odgovraju¢ima bazama i
analizirajte njihovu slozenost. Nadite pripadne baze i sastavite algoritme za pri-
jelaz iz tih baza u standardnu. Kolika je slozenost tako dobivenih “kombiniranih”
algoritama za problem interpolacije u standardnoj bazi? [ |

Zadatak 4.1.2. Znamo da je “zabranjeno” koristiti Cramerovo pravilo kao algori-
tam za rjeSenje opc¢eg linearnog sustava, bez obzira na to da li potrebne determinante
racunamo rekurzivno (Laplaceov razvoj) ili svodenjem na trokutastu formu (kolike
su pripadne slozenosti?).

Da li isto vrijedi i za specijalne sustave s Vandermondeovom matricom, jer se
determinanta Vandermondeove matrice moze mnogo brze izrac¢unati? PokusSajte sas-
taviti Sto je moguce efikasniji algoritam za problem interpolacije na bazi Cramerovog
pravila, paze¢i na efikasno racunanje potrebnih determinanti, tako da pamtite “za-
jednicke faktore” (slicno kao kod efikasne realizacije Lagrangeove interpolacije). Ko-
lika je najmanja slozenost koju mozete posti¢i? [ |

Na kraju ove opce price o problemu interpolacije, kao i kod prvog problema,
oc¢ekujemo da za posebne izbore tocaka postoje i bitno efikasniji algoritmi interpo-
lacije od kvadratnih u n. Jedan takav izbor toc¢aka su tzv. n-ti korijeni iz jedinice.

4.2. Definicija diskretne Fourierove transforma-
cije

Neka je n prirodan broj. Osnovni ili glavni n-ti korijen iz jedinice je komplek-

san broj ) )
wy = 7™M = cos <—7T> + isin <—7T> (4.2.1)

n n



4. BRZA DISKRETNA FOURIEROVA TRANSFORMACIJA FFT - 47

2

Ocito je w]! = e“™ =1, Sto opravdava naziv. Svi n-ti korijeni iz jedinice su tocke

, 2k 2k
Wk = ki — cog (—W) + 7 sin (—W), k=0,...,n—1.

" n n

Kljucno svojstvo ovih tocaka je da one ¢ine grupu obzirom na mnozenje komplek-
snih brojeva (vidjeti malo nize). Rasporedene su u vrhovima pravilnog n-terokuta
na jedini¢noj kruznici u kompleksnoj ravnini, s tim da je jedan od vrhova smjesten
na realnoj osi u tocki 1.

Definicija 4.2.1. Diskretna Fourierova transformacija reda n je pridruzivanje
a — y za vektor tocaka svih n-tih korijena iz jedinice

e=wk k=0,...,n—1

Pripadnu transformaciju oznacavamo s y = DFT,(a), a pripadnu Vandermondeovu

matricu s Vi, := V(W2 ... wn™1).

Inverzna diskretna Fourierova transformacija reda n je obratno pridru-
zZivange y +— a za vektor svih n-tih korijena iz jedinice. Pripadnu transformaciju
oznacavamo s a = DFT,(y).

Racunanje diskretne Fourierove transformacije reda n za zadani vektor a je
problem evaluacije ili izracunavanja u svim n-tim korijenima iz jedinice. Uocite da
po definiciji vrijedi

y=DFT,(a) <= y=V,a.
Analogno, racunanje inverzne transformacije reda n za zadani vektor y je problem
interpolacije u svim n-tim korijenima iz jedinice, Sto mozemo zapisati kao

a=DFT, ' (y) <= y=Vya <= a=V,y.

Malo kasnije ¢emo pokazati da se V! moze vrlo jednostavno izraziti preko V;,, $to
nam omogucava da problem interpolacije svedemo na problem evaluacije s malo
drugacijom Vandermondeovom matricom. Prakti¢no, to znaci da za oba problema
mozemo Kkoristiti isti algoritam (uz minimalne modifikacije).

Za pocetak, navedimo osnovna svojstva n-tih korijena iz jedinice koja ¢emo
kasnije trebati.

Teorem 4.2.1. Za svakin € N, skup {wF | k = 0,...,n — 1} svih n-tih korijena
1z jedinice je grupa obzirom na mnozenje. Ta grupa je izomorfna aditivnoj grupi
(Zy,, +1) ostataka modulo n.

Dokaz:

Ova tvrdnja se obicno dokazuje kao zadatak u algebri grupa. lako je dokaz
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jednostavan, prodimo kroz osnovne korake zato da ponovimo “formule” za operacije
s n-tim korijenima iz jedinice.

Prvo uocimo da vrijedi w® = w? = 1, §to je neutral obzirom na mnozenje.

Zbog toga, za svaki cijeli broj k € Z vrijedi

k _  kmodn
wn - wn )

¢ime dobivamo vezu izmedu eksponenata i ostataka modulo n.

Nadalje, kod mnozenja potencija iste baze, eksponenti se zbrajaju,

k
n

(j+k)modn

J — R
wliw, = wl™ = wy ,

odakle slijede sva potrebna svojstva grupe i spomenuti izomorfizam.

Na kraju, za inverz osnovnog korijena iz jedinice vrijedi

-1 _  n—-1_ —
W, =W, = Wn,

(W, je kompleksno konjugirani w, ), odakle potenciranjem slijedi

k
n

k n—k —k

(w)ilzw; :wn :a}n:(Wf')’ ]{]:O,,n_l

Isto vrijedi i za bilo koji k € Z. Dakle, inverz bilo kojeg korijena iz jedinice je
kompleksno konjugirani broj (Sto vrijedi i za inverz bilo kojeg broja na jedini¢noj
kruznici). |

Nas prvi cilj je konstrukcija brzog algoritma za racunanje y = DFT,,(a). Ocita
ideja za to je primjena strategije “podijeli-pa—vladaj”, posebno nakon prethodnog
teorema. Za realizaciju trebamo jos odredene veze izmedu n-tih korijena iz jedinice
za razne n, kao podlogu za rekurzivni algoritam. Napomenimo da svi dokazi idu
direktno iz definicione relacije (4.2.1) za wy,.

Lema 4.2.1. (Lema “kracenja”) Za bilo koje prirodne brojeve n,d € N i k =

0,....,n—1, vrijeds " .
kmodn

Tordnja vrijedi i za bilo koji k € Z, s tim da je na kraju wk = Wk

Dokaz:

Po definiciji je wg, = e2™/()

, pa za k € Z imamo

wﬁfﬁ _ (627ri/(dn))dk — p2dkri/(dn) _ 2kmi/n _ wﬁ. (4.2.2)
|

Posebno, ako je n € N paran broj, onda iz (4.2.2) s d = n/2 izlazi
W' =y = —1. (4.2.3)

Potpuno opravdanje za primjenu strategije “podijeli-pa—vladaj” s faktorom 2
proizlazi iz sljedeceg rezultata.
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Lema 4.2.2. (Lema “raspolavljanja”) Ako je n paran prirodan broj, onda su
kvadrati svih n-tih korijena iz jedinice upravo svi n/2-ti korijeni iz jedinice. Pre-
ciznije, vrijedi
n— n/2—1 n/2—1
( (w2)27 (wi>27 R (wn 1)2) = (wg/Qa wi/% s 7wn;2 7(")2/27 wi/% s 7wn;2 )7
tj. vektor kvadrata n-tih korijena iz jedinice sadrzi tocéno 2 kopije vektora n/2-tih
korijena iz jedinice (jednu za drugom).

Dokaz:
Iz leme “kracenja” s d = 2 dobivamo (wf)? = wf », za bilo koji cijeli broj
k. Kad to napravimo redom za k = 0,...,n — 1, svaki n/2-ti korijen iz jedinice

dobivamo tocno 2 puta, s “razmakom” od n/2 u pripadnim k-ovima. Naime, za
k=0,...,n/2 -1, vrijedi

(WhHn/2)2 = 2kt 2k n — (j2b wﬁ/z’ (4.2.4)

pa wF i W2 imaju isti kvadrat. [

Razlog zasto gledamo bas kvadrate n-tih korijena iz jedinice bit ¢e jasan iz
algoritma. Ako gledamo stvar “bez kvadrata” (8to ¢e nam, takoder, zatrebati),
onda prethodnu relaciju mozemo, koristeéi (4.2.3), napisati u obliku

ktn/2 _ ko2 _ ok
n = WpWy' = —Wy,

w k=0,...,n/2—1. (4.2.5)

Drugim rije¢ima, za parni n, u vektoru n-tih korijena iz jedinice, druga polovina
ima suprotan predznak od prve (centralna simetrija obzirom na ishodiste).

4.3. Brza Fourierova transformacija (FFT)

Sad kona¢no mozemo napraviti brzi algoritam za racunanje DFT,, poznat
pod nazivom brza Fourierova transformacija (engl. Fast Fourier Transform, ili,
skra¢eno, FFT). Sto se naziva tice, obicno se podrazumijeva da je rije¢ o algoritmu
za diskretnu transformaciju, pa se rije¢ “diskretna” ispusta. Katkad se u litera-
turi mogu naéi i “produljeni” nazivi s kraticom DFFT, ili FDFT (puno rjede, iako
ispravnije).

FFT algoritam dobro koristi posebna svojstva n-tih korijena iz jedinice, tako
da se y = DFT,,(a) moze izracunati sa samo O(nlogn) kompleksnih aritmetickih
operacija, $to je bitno brze od ©(n?) operacija, koliko treba direktnim pristupom iz
prvog odjeljka.

Podsjetimo, cilj nam je izracunati vrijednosti polinoma

n—1
Alz) = a7,
§=0
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reda n, u svim n-tim korijenima iz jedinice w® w! ... w" ! Polinom je zadan

redom n i vektorom koeficijenata a = (ag,a1,...,a,-1) € C". Usput, uredene
n-torke iz C" interpretiramo i kao “prave” vektore—stupce s matricnim zapisom

a=1lag ay ... ap_1]7.

Za pocetak, bez smanjenja opcenitosti, mozemo pretpostaviti da je red n neka
potencija broja 2, tj. da je n = 2™, za neki m € Nj. Ako originalni red zadanog
polinoma A nije tog oblika, uvijek mozemo “umjetno” povecati red polinoma, do-
davanjem vodecih ¢lanova s koeficijentima jednakim nula, sve dok red ne postane
potencija od 2. To produljenje vektora koeficijenata odgovara “uzimanju” istog
polinoma iz “veéeg” vektorskog prostora. Ovim postupkom n se moze povecati, ali
sigurno za faktor manji od 2.

Trazene vrijednosti — komponente vektora y mozemo napisati u obliku

I
—

n n—1
yp = Aws) =Y aj(wh) =Y aw, k=0,...,n—1. (4.3.1)
0 =0

<.
Il

Od ovog zapisa trenutno nema neke koristi, ali ubrzo ¢e biti.
Osnovni oblik FFT-a dobivamo rastavom polinoma A

A(z) =ag + a1z + az® +az2® + -+ ap_92" 2 4 ap_12"!

na parne i neparne dijelove, prema indeksu koeficijenata (ili eksponentima od z)
A(z) = (ao + a2’ + -+ an,Qz"*Q) + 2 (ay + a3z 4+t an712n72).

Eksponenti od z u zagradama su parni brojevi, pa u zagradama mozemo napraviti
supstituciju 22 — z. U tu svrhu definiramo dva nova polinoma (tzv. “parni” i
“neparni” polinom za A), reda n/2

A[O](z) =ag+ asz + -+ an72zn/271’
A[l](z) =a1+asz+---+ an_lzn/2—17

tako da je ocito

A(z) = AP (22) 4 2. A2, (4.3.2)
Oznacimo s al” i !l pripadne vektore koeficijenata ovih polinoma
a[O] = (a'07 az, . .. 7a'n72)7
all = (a1,a3, ..., GQp_1).

Oba niza su, o¢ito, iz C2. Dakle, problem reda n svodimo na 2 problema reda
n/2. Broj 2 ovdje ima ulogu faktora za strategiju “podijeli-pa—vladaj”, a relaciju

()
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mozemo interpretirati u obliku

stari red = faktor - novi red.

Vidimo da a!” sadrzi one koeficijente iz a ¢iji indeksi imaju zadnju znamenku jed-
naku 0 u bazi 2 (tj. indeks daje ostatak 0 pri dijeljenju s 2), a al! sadrzi one

daju ostatak 1 pri dijeljenju s 2).

Time smo uspostavili vezu izmedu gornjeg indeksa “manjih” polinoma (ili
nizova), s ostatkom kojeg daju pripadni koeficijenti pri dijeljenju s faktorom (bazom)
rastava. Napomenimo da potpuno isti princip rastava mozemo iskoristiti za bilo
koji prirodan broj n koji ima rastav u dva netrivijalna faktora (tj. nije prost). U
tom smislu, pretpostavka da je n = 2™ predstavlja samo najjednostavniji slucaj!

Princip rastava je jasan, ali joS nismo gotovi s algoritmom. Treba uspostaviti
vezu izmedu DFT,(a) i DFT, , “polovnih” nizova a i a. Neka su ylo iyl
pripadne diskretne Fourierove transformacije polovnog reda za al i a!

Yl = DFTn/z(a[O}),
y = DFT,5(a).

Po definiciji “polovnih” transformacija, reda n/2, vrijedi (pogledajte (4.3.1) za n/2)

y][f} = Al (WE/Q) )

k=0,...,n/2—1. (4.3.3)
y/[ﬁl} = Al (WZ/Q),

Nas zadatak je izracunati komponente vektora y = DFT,, (a)

ye = AW, k=0,...,n—1.

n

k
n

yp = A(WF) = A[O]((wﬁf) + Wk A“]((wk)Q), k=0,....n—1.

Zato uvrstimo tocku z = wy; u rastav (4.3.2) polinoma A. Dobivamo

n n

Na desnoj strani pojavljuju se kvadrati n-tih korijena iz jedinice. Lema 4.2.2. (lema
“raspolavljanja”) kaze da vektor kvadrata n-tih korijena iz jedinice sadrzi to¢no 2
kopije vektora n/2-tih korijena iz jedinice, jednu za drugom. Zbog toga, prethodnu
relaciju pisSemo posebno za prvu i posebno za drugu polovinu komponenti vektora y.

Za prvu ili “gornju” polovinu n-tih korijena iz jedinice je
((A)k)szng}:wﬁ/27 ]{/‘:0’77’1//2_]_7

n

pa za prvu polovinu komponenti y;, vrijedi

e = Alwh) = AOWE ) +wh - AW p), k=0,...,n/2 -1,

n
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Prema (4.3.3), desnu stranu mozemo napisati preko “polovnih” transformacija u
obliku
=yl ot k=0 n/2-1. (4.3.4)

Analogno, za drugu ili “donju” polovinu n-tih korijena iz jedinice, iz (4.2.4)
¢itamo da je
(whtn/2)2 = 2k = wﬁﬂ, k=0,....,n/2 -1,
k

ki wEFn/2 imaju isti kvadrat), pa za drugu polovinu komponenti 3., /2 vrijedi

(jer w
Yi+n/2 = A(w{f”ﬂ) = Al (wﬁﬂ) + W2+n/2 . Al (wﬁﬂ)a k=0,...,n/2 -1

Prema (4.3.3), desnu stranu opet mozemo napisati preko “polovnih” transformacija
u obliku
n 1
Yesnje =y w2 gl k=0, nj2—1.

k+n/2 _
n

Na kraju, iz (4.2.5) vidimo da je w ~wk zak=0,...,n/2 -1, paje

Yesmpz = U0 — byl k=0, n/2-1. (4.3.5)

Usporedbom relacija (4.3.4) i (4.3.5) zakljuéujemo da se one razlikuju samo
u predznaku drugog ¢lana. Ako izracunamo drugi ¢lan kao pomoénu vrijednost i
zapamtimo ga, onda stedimo po jedno (kompleksno) mnozenje za svaku od (recimo,
drugih) pola komponenti. Najbolje je odmah izra¢unati odgovarajuée komponente
Yk 1 Yrtn/2 1z prve i druge polovine vektora y, tako da za pamcenje onda ne trebamo
polje, ve¢ jednu jedinu varijablu ¢. Pripadni algoritam je

t=uwk. y,[g”
k= U+ t, zak=0,...n/2—1 (4.3.6)

0
Yk4n/2 = y][g} —1,

Rezultate primjene strategije “podijeli-pa—vladaj” za racunanje y = DFT,,(a)
mozemo sazeto izraziti na sljede¢i nacin.

e Nasli smo jednostavnu vezu izmedu DFT), polaznog niza a i DF'T,, , podnizova
al i al (gdje je al® “parni” podniz i al! “neparni” podniz od a);

e Dodatno, pazljivom formulacijom algoritma (upotrebom pomoéne varijable t),
jos stedimo polovinu kompleksnih mnozenja.

Nije lose, zar ne?
Na osnovu formula (4.3.6), nije tesko napisati rekurzivni FFT algoritam za

racunanje y = DFT,(a), u slucaju da je n = 2™, za neki m € Ny. Uz tu pret-
postavku, uvijek mozemo napraviti raspolavljanje radne duljine niza, sve dok ne
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dobijemo trivijalan niz, duljine 1. Lako se vidi da je DET;(a) = a, za svaki a = (ayg).
Usput, ovaj rezultat ne ovisi o tocki u kojoj racunamo, jer je polinom zapravo kon-
stanta, pa se w; = 1 nigdje ne koristi.

Pojednostavljeni zapis algoritma u funkcijskom obliku, nalik na C ili Matlab,
ali bez eksplicitnog navodenja tipova objekata, je:

Algoritam 4.3.1. (Rekurzivni FFT za y = DFT, (a))

function FFT(a);

{ FFT: Ulaz a je kompleksni vektor. Vra¢a y = DFT, (a).
Pretpostavka: n = 2™, m € Ny, ne provjerava se! }

n = length(a); { length vraca duljinu vektora. }

if n =1 then

returna {y=azan=1.}
else

al% = (ag, as, . .., an_);

alVl .= (a1, as, ..., an_1);

yl0 .= FFT(al);

yll .= FFT(al");

wy, = exp(2mi/n);
w:=1; { vidjeti napomenu iza algoritma. }
for k:=0tondiv2—-1do

t=ob oy {=weyl)
=y + b

0
Yk4n/2 ‘= y;E;] — 1

Ww:i=w-w,; {Vv.napomenu. }
endfor;
return y; { kompleksni vektor duljine n. }

Formule (4.3.6) koriste vrijednosti potencija w¥, za k = 0,...,n/2 — 1, kod
racunanja t. Ove vrijednosti mozemo akumulirati u varijabli w, kao Sto je napisano
u algoritmu, tako da startamo s 1 (za k = 0), a zatim svaku novu potenciju dobivamo
mnozenjem stare s w,.

Medutim, u praksi se FFT istog reda n vrlo ¢esto koristi vise (ili mnogo puta),
za razli¢ite nizove a (svi su iste duljine). Tada se ne isplati svaki puta racunati
sve ove potencije od w,. Umjesto toga, potrebne potencije se unaprijed jednom
izracunaju i spreme u tablicu (niz, polje) omega, duljine n/2, tako da je

omegalk] =wF k=0,...,n/2 1.

n’

Potrebne vrijednosti se zatim koriste ¢itanjem iz te tablice (tzv. “table-lookup”).
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Zadatak 4.3.1. U rekurzivnom FFT-u duljina niza varira, ovisno o razini (dubini)
rekurzivnog poziva. Uzmimo da je polazni n fiksan (zadan) i da niz omega sadrzi
unaprijed izracunatu tablicu potencija w* za k = 0,...,n/2 — 1, na gore opisani
nacin. Preuredite gornji algoritam tako da indeksiranjem u ovom nizu korektno
koristi sve potrebne potencije svih potrebnih korijena iz jedinice. Vanjski (fiskni) n
i niz omega je zgodno smatrati globalnim podacima (ili ih treba zadati kao dodatne
ulazne parametre). |

I prije analize slozenosti ovog algoritma, mozemo uociti da se on sigurno moze
ubrzati (bar ponesto). Ubrzanje je istog tipa kao i kod veéine “prvih varijanti”
rekurzivnih algoritama (sjetite se Hanojskih tornjeva).

Na dnu rekurzije, za n = 1, na$ algoritam prakticki ne radi nisSta, samo
vrac¢a ulazni niz. Dakle, imamo tipicni primjer za “udi-izadi”. To bismo rijesili
tako da “vanjski” FFT algoritam testira trivijalni slucaj n = 1 (koji je, ionako,
potpuno nezanimljiv u praksi), a u rekurzivnom (“unutarnjem”) dijelu algoritma
treba napraviti “dno” rekurzije za slucaj n = 2. Probajte!

Medutim, ni to se ne isplati raditi za “pravu” praktiénu upotrebu. Rekurzivni
algoritam je vrlo zgodan za osnovnu analizu slozenosti, pa ¢emo ga to¢no zato i
iskoristiti.

S druge strane, napomenimo odmah da se rekurzivna varijanta FFT algoritma
vrlo rijetko koristi u praksi. Kad se algoritam “raspakira” u tzv. iterativnu vari-
jantu (v. kasnije), dobiva se nesto brzi algoritam (vremenska slozenost je istog reda
veli¢ine, ali je multiplikativna konstanta nesto manja).

Uostalom, budimo do kraja posteni. Vjerojatno se uopée ne isplati pisati
vlastitu varijantu FFT algoritma u nekom programskom jeziku. Treba koristiti
gotove potprograme iz raznih biblioteka, po moguénosti, optimizirane za rac¢unalo
(procesor) na kojem se radi. Na primjer, Intelov “Math Kernel Library” (skraceno,
MKL) sadrzi hrpu standardnih FFT algoritama, a realizacija je, naravno, specijalno
prilagodena (i brza) na Intelovim procesorima.

4.3.1. Slozenost FFT za n =2™

Za pocetak, napravit ¢emo grubu procjenu vremenske slozenosti rekurzivnog
FFT algoritma, uz pretpostavku sekvencijalnog izvrsavanja svih naredbi (narocito
rekurzivnih poziva).

Ulazni podatak za FFT je kompleksni vektor a, duljine n = 2™. Dakle, sloze-
nost, sasvim opcenito, ovisi o a i n.

Cijeli algoritam radi neke operacije na kompleksnim vektorima. Osim rekur-
zivnih poziva, u algoritmu imamo sljede¢e operacije:
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e kopiranje vektora — priprema podnizova i, eventualno, kopiranje parametara
na “stacku” (stogu) za rekurziju,

e kompleksne aritmeticke operacije na komponentama vektora,

e cjelobrojne aritmeticke operacije za indeksiranje komponenti i kontrolu petlji.

Kompleksan broj mozemo prikazati kao par realnih (na pr., realni i imaginarni
dio broja), a zatim sve kompleksne aritmeticke operacije mozemo realizirati preko
realnih.

Pretpostavimo sad da za realne i cijele brojeve koristimo odgovarajuce stan-
dardne tipove podataka podrzane arhitekturom rac¢unala (recimo, integer i real
u Pascalu, odnosno, int i double u C-u).

Onda sve aritmeticke operacije (cjelobrojne i realne, odnosno, kompleksne)
postaju elementarne. Trajanje svake takve operacije je izmedu neke dvije kon-
stante, tj. ©(1), i ne ovisi o vrijednostima brojeva u operaciji (operandima i
rezultatu). Poptuno isto vrijedi i za operacije pristupa, odnosno, dodjeljivanja (ili
kopiranja) vrijednosti odgovarajucih tipova.

Dakle, sve operacije na pojedinacnim komponentama vektora i indeksima u
FFT-u su elementarne i ne ovise o vrijednostima brojeva, odnosno, indeksa. Zbog
toga, slozenost ovisi samo o n (broju komponenti, tj. duljini vektora), a ne ovisi o a
(vrijednostima komponenti vektora).

Neka je T'(n) vremenska slozenost rekurzivnog FFT algoritma za ulazni vektor
duljine n, uz standardnu pretpostavku da je n = 2™, za neki m € Ny. Tada T'(n)
mozemo napisati u obliku

T(n) = Trekurzivno(n) + Tostalo(n)a (437)

gdje je Trekurzivio() trajanje rekurzivnih poziva “polovnih” FFT-ova, a Tostaio(n)
trajanje svih ostalih operacija u algoritmu.

Rekurzivni dio algoritma ima 2 poziva FFT-a na nizovima duljine n/2. Ako
ih radimo sekvencijalno, onda je ukupno trajanje

Trekurzivno(n) = QT(TL/Q)

Ostatak algoritma na pocetku sadrzi 2 kopiranja vektora duljine n/2, a zatim
petlju koja se izvrsava n/2 puta. Kopiranja vektora (sekvencijalno) sigurno mozemo
napraviti u vremenu koje je najvise linearno u n. Reorganizacijom algoritma, taj]
dio se mozda moze i izbjeci, tako da radimo na jednom globalnom polju, uz pazljivo
indeksiranje. Medutim, sekvencijalno izvodenje petlje, koja sadrzi samo nekoliko
elementarnih operacija, sigurno traje linearno u n (ili n/2, svejedno je). Dakle,
uz sekvencijalno izvrsavanje, o¢ito vrijedi

Tostalo (TL) - @ (TL) .
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Kad sve to uvrstimo u (4.3.7), dobivamo
T(n) € 2T (n/2) + O(n).
Ako napisemo rekurzije za donju i gornju ogradu za T'(n), obje imaju isti oblik
T(n) =2T(n/2) + cn,

samo s razli¢itim konstantama ¢, koje dobivamo iz donje i gornje ograde za ©(n).
Za pocetni uvjet ocito vrijedi T(1) € ©(1). Ovakve rekurzije smo veé rjesavali
(pogledajte odjeljak o rekurzijama), pa zakljuéujemo da za T'(n) vrijedi

T(n) € ©(nlogn), uvjetno, kad je n = 2™.
Time smo dokazali sljede¢i teorem.

Teorem 4.3.1. Vremenska sloZenost sekvencijalnog izvrsavanja FFT algoritma za
vektor duljine n = 2™ je
T(n) € O(nlogn),

uz pretpostavku da su sve operacije na komponentama vektora elementarne.

Zanimljivo je da se vrlo jednostavno moze procijeniti i vremenska slozenost za
paralelno izvrsavanje FF'T algoritma. Pretpostavimo da na raspolaganju imamo
(barem) mn/2 procesora “slicne” snage kao i onaj za sekvencijalno izvrsavanje, tako
da su iste operacije kao i ranije, elementarne i za svaki od ovih procesora. Dodatno,
radi jednostavnosti modela, uzmimo da je memorija zajednic¢ka za sve procesore,
tj. Sto jedan procesor tamo spremi, svi ostali mogu (brzo) procitati. To znaéi da su
dostupi, dodjeljivanja i kopiranja pojedina¢nih vrijednosti opet elementarne opera-
cije.

Rekurzivni dio algoritma ima 2 poziva FFT-a na nizovima duljine n/2. Ta
dva poziva su nezavisna, u smislu da rade na nezavisnim podacima, tj. jedan ne
ovisi o rezultatima drugog. Dakle, smijemo ih napraviti paralelno — istovremeno,
pa je ukupno trajanje (uz pretpostavku da oba imaju isto trajanje)

Trekurzivno(n) = T(H/Q)

Uocite ustedu za faktor 2 obzirom na sekvencijalno izvrSavanje.

U ostatku algoritma, kopiranje vektora se trivijalno paralelizira, tako da svaki
procesor kopira svoju komponentu (jer imamo barem n/2 procesora, a toliko kompo-
nenti treba iskopirati). Dakle, paralelna kopiranja vektora sigurno mozemo napraviti
u (najvise) konstantnom vremenu.

Ostaje vidjeti da li mozemo paralelizirati petlju koja se izvrsava n/2 puta.
Pojedini prolazi kroz tu petlju rade na potpuno nezavisnim podacima, pa ih je
trivijalno paralelizirati. Jedini stvarno sekvencijalni dio u toj petlji je akumulacija
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potencija od w,. Ako taj dio realiziramo ¢itanjem potrebne potencije iz tablice u
zajednickoj memoriji, onda svaki od n/2 procesora moze paralelno (u isto vrijeme)
izvrsiti svoje operacije iz petlje za svoju fiksnu vrijednost od k. Tih nekoliko ele-
mentarnih operacija po procesoru ocito traje konstantno vrijeme. Dakle, za ovakvo
paralelno izvrsavanje vrijedi

Tostalo (n) €0 ( 1) .

Usput, ako su svi procesori “isti”, onda svakome od njih treba isto vrijeme da obavi
svoj dio posla, sto opravdava isto trajanje svih rekurzivnih poziva za vektore iste
duljine. Kad to uvrstimo u (4.3.7), dobivamo

T(n) € T(n/2)+ O(1).
Rekurzije za donju i gornju ogradu za T'(n) sad imaju oblik
T(n)=T(n/2) +c,

samo s razli¢itim konstantama ¢, koje dobivamo iz donje i gornje ograde za ©(1).
Za pocetni uvjet ocito i dalje vrijedi 7'(1) € ©(1). Odmah se vidi da za T'(n) vrijedi

T(n) € ©(logn), uvjetno, kad je n = 2™.
Time smo dokazali sljede¢i teorem.

Teorem 4.3.2. Vremenska sloZenost paralelnog izvrsavanja FFT algoritma za vek-
tor duljine n = 2™ na (barem) n/2 procesora je

T(n) € O(logn),
uz pretpostavku da su sve operacije na komponentama vektora elementarne.

Zadatak 4.3.2. Ovaj rezultat, zasad, ne ukljucuje vrijeme potrebno za pripremu
tablice potrebnih potencija od w, u zajednickoj memoriji. Uz pretpostavku da
imamo istih n/2 procesora na raspolaganju, pokazite kako se takva tablica moze
paralelno izracunati u vremenu ©(logn). To dokazuje da prethodni teorem vrijedi
i kad pripremu tablice uracunamo u ukupno paralelno trajanje algoritma. [ |

Vidimo da se FFT moze gotovo idealno paralelizirati, jer paralelno trajanje
odgovara sekvencijalnom podijeljenom s brojem procesora. Uostalom, barem u ovom
pojednostavljenom modelu sa zajednickom memorijom, ocito je da svi procesori
svo vrijeme rade, tj. nema “praznog hoda”. Isto vrijedi i za druge, realnije modele
paralelnog racunanja, sto je vrlo bitno i korisno u praksi.

Znamo da je vremenska slozenost relativno neprecizan pojam. Standardno je
odredena najvise do na multiplikativnu konstantu koja mjeri “frekvenciju” racunala
(tj. ta konstanta je obrnuto proporcionalna brzini ra¢unala).
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Najjednostavniji i, po rezultatu, najprecizniji uvid u slozenost FFT-a dobi-
vamo brojanjem kompleksnih aritmetickih operacija u algoritmu. Posebno brojimo
aditivne i multiplikativne operacije, s tim da oduzimanje smatramo ekvivalentnim
zbrajanju. Kod multiplikativnih operacija nema problema, jer ionako imamo samo
mnozenja. Brojevi pojedinih vrsta operacija, oc¢ito, ovise samo i iskljucivo o n.

Neka je A(n) broj aditivnih, a M (n) broj multiplikativnih kompleksnih arit-
metickih operacija u FFT algoritmu za zadani n = 2™. Aritmeticke operacije se
eksplicitno pojavljuju samo unutar petlje po k. U svakom prolazu kroz tu petlju,
za fiksni k, imamo toc¢no 2 zbrajanja. Za brojanje mmnozenja, pretpostavit ¢emo
da potencije od w, rac¢unamo unaprijed i koristimo indeksiranjem u tablici. Onda
imamo totno 1 mnoZenje (s wF). U protivhom, ovako kako je napisano, imamo 2

n
mnozenja, pa finalni M (n) treba naprosto pomnoziti s 2.

To znac¢i da u n/2 prolaza kroz petlju imamo ukupno n zbrajanja i n/2
mnozenja. Tome, naravno, treba dodati operacije u rekurzivnim pozivima FFT-a.
Dakle, za A(n) i M(n) vrijede rekurzivne relacije

A(n) =2A(n/2) + n,
M(n) =2M(n/2) +n/2.

Znamo da je lokalni n na svim razinama rekurzije uvijek neka potencija od 2, tj.
lokalni n prolazi vrijednosti oblika 2¢, za ¢ = m,m — 1,...,1,0. Na dnu rekurzije,
za n = 1, o¢ito vrijede pocetni uvjeti A(1) = M (1) = 0, jer se niSta ne ra¢una.

Ove dvije rekurzije se lako rjesavaju ve¢ poznatim tehnikama (probajte!). Za

razliku od inace, ovdje ¢emo ih rijesiti direktno, supstitucijom unatrag.
Uzmimo da je n = 2™ fiksan i ra¢unamo A(n) = A(2™). Rekurzija kaze da je
AR =242 +25 t=m,...,1

M A

i A(1) = 0. Supstitucija unatrag daje
A(2™) = 2A(2m71) 4 2™
= supstitucija = 2(2A(2m’2) + 2’”’1) +2m
=22A(2M %) +2.2m 1 4 2™ = 22A4(2™ ) 2. 27
= supstitucija = 2 (2A(2m’3) + 2’”’2) +2.2™
=23A4(2m %) £ 22.2m72 £ 2.0m = 28 A(277) 4 3. 2™,
i tako redom. Op¢i korak supstitucije za neki £ =0,...,m — 1, ima oblik
A(2m) =2kA(2m k) 4 k- 2m,
= supstitucija = 2 (2A(2m’k’1) + 2m’k> + k2"
= F LA ATy p ok L omR  pom = oR L ARl (k1) - 2,
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Obzirom na to da polazna relacija ocito vrijedi za k = 0, ovaj korak je ekvivalentan
indukciji unatrag, pa smo dokazali da vrijedi

A(n) = A2™) =2FA@Q™ ") + k- 2™ =28 A(n/2%) + k- m,
za sve k= 0,...,m. Kad ovu relaciju pro¢itamo za k = m, dobijemo
A(n) = A(2™) =2"A(1) + m - 2™ = nA(1) + nlgn = nlgn,

jer je A(1) = 0. Dakle, dokazali smo da je A(n) = nlgn, za svaki n = 2™.

Alternativni dokaz iste ¢injenice mozemo dobiti i tzv. tehnikom “zbrajanja”.
Napisimo redom (unatrag) sve potrebne rekurzivne relacije za A(2%), £ =m,...,1.

A(2™) = 24(2™71) 4-2m
A@™Y) =24(2m2) +2m !
A(éf) = 2A(2.“) + 2¢

A(?) ; 2A(2.) + 27
A(2) =2A(1) + 2.

Pocev od druge jednadzbe, redom, svaku jednadzbu pomnozimo faktorom 2™~
tako da na lijevoj strani dobijemo isti faktor kao i na desnoj strani u prethodnoj
jednadzbi (nakon mnozenja). Nakon toga, popis jednadzbi ima oblik

A(2™) = 2A(2m 1) + 2™
2A(2™ 1) = 4A(2m2) 2. 2™
QW_EA(QE) — 2m—f+1A(2€—1) 4 2m—f X 2(

2M2A(22) = 2M T A(2) +2m 2 22
21 A(2) = 2MA(1) + 2™ 2,

Zbrojimo sve ove jednadzbe (ima ih toéno m = Ign) i odmah skratimo iste clanove
na lijevoj i desnoj strani zbroja. Dobivamo

A(Q™) =2mA(1) F2m 2.2 o pomhob L gmT2 02 4 gmel g

Uvrstimo A(1) = 0 i uo¢imo da je 2™~ . 2¢ = 2™ = n, te da takvih clanova ima
tocno m. Na kraju ostaje

A(n) =A2™) =m-2" =nlgn.
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Iz algoritma ili rekurzije odmah se vidi da je broj mnozenja M (n) jednak po-
lovini broja zbrajanja A(n), jer na svaka 2 zbrajanja imamo 1 mnozenje. Dobivene
rezultate mozemo formulirati na sljedec¢i nacin.

Teorem 4.3.3. (Aritmeticka slozenost FFT) FFT algoritam za vektor duljine
n = 2" treba

1
An)=nlgn i M(n)= inlgn

aditivnih i multiplikativnih kompleksnih aritmetickih operacija (respektivno).

Strogo govoredi, rezultat za multiplikativne operacije vrijedi uz pretpostavku
da je tablica potencija od w, izracunata unaprijed (izvan FFT-a), a operacije za
to nisu urac¢unate u M (n). Ako racunanje ove tablice uklju¢ujemo u FFT algori-
tam, onda M(n) treba povecati za M;(n) = n/2 — 1, jer toliko mnozenja treba za
racunanje te tablice.

Sada imamo efikasan (tj. brzi) algoritam za rjeSenje problema evaluacije ili
izraCunavanja u svim n-tim korijenima iz jedinice.

4.4. Inverzna transformacija

Obratni problem interpolacije u svim n-tim korijenima iz jedinice ili inverz
diskretne Fourierove transformacije a = DFT, ' (y) ekvivalentan je racunanju vek-
tora a = V- 1y. Kao $to ¢emo pokazati, rjesavanje linearnog sustava y = V,,a nije
potrebno, jer se V! moze jednostavno izraziti preko V,,. Za racunanje inverza V, !
koristimo sljede¢u lemu o n-tim korijenima iz jedinice.

Lema 4.4.1. (Lema “zbrajanja”) Za bilo koji prirodan broj n € N i cijeli broj
k € Z vrijedi
nz_:l(wk)j - {O, ako k nije djeljiv s n,

n, ako je k djeljiv s n.

Dokaz:

Ako je k djeljiv s n, tj. k = fn za neki ¢ € Z, onda iz leme “krac¢enja” s d =n
dobivamo w* = w! =1, jer je w; = 1. Dakle, svaki ¢lan u sumi je jednak 1, a ima

ih n, pa je suma jednaka n.
Ako k nije djeljiv s n, onda je k mod n # 0, pa je w® = wkmedn £ 1. Trazena

suma je geometrijska suma s faktorom ¢ = w* # 1, pa je

n

k;)n_l_(wn)k_l_ 1k_1 B

wk—1 whk—1 — wk—1

sto dokazuje tvrdnju. [ |
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Op¢a Vandermondeova matrica za vektor tocaka (2, ..., z,-1) ima oblik
0 1 n—1
ZO ZO DR ZO 1
ZO 21 [P Zn_
1 1 1
v%(207-"a2n—1) - . .
0 1 n—1
Zp—1 #n-1 Zn—1

Ako se dogovorimo da retke i stupce matrice brojimo (tj. indeksiramo) pocev od 0
(a ne od 1), kao $to smo to dosad radili i za vektore, onda za element na presjeku
k-tog retka i j-tog stupca op¢e Vandermondeove matrice vrijedi

(Vilz0s -y 2n-1) lkj = 21, Kk, j=0,...,n—1.

Pogledajmo sad kako izgleda Vandermondeova matrica V,, za vektor n-tih korijena
iz jedinice, 2 = wk, za k =0,...,n — 1. O¢ito je

[Vilej =wh, k,j=0,...,n—1.

n

Cijela matrica ima oblik

1 1 1 e 1
1 w, w2 wrt
V.=1|1 &2 i w2(n=1)

1 wﬁ_l wi(n_l) “ e w%n—l)(n—l)

Odmah vidimo da je V,, kompleksna simetriéna matrica, tj. vrijedi VI =V, ali
nije Hermitska (tj. V.* # V). Simetri¢nost zna¢i da su k-ti redak i k-ti stupac isti
(do na transponiranje), kad ih gledamo kao vektore iz C".

Za lakse pisanje, vektor koji odgovara k-tom stupcu matrice V,, oznac¢avamo s
vy € C”, tako da je

V) = (WO Wkt WY e =0, n—1,

n n n

odnosno, po elementima vrijedi

(Vwy); = [ Vi lkj =wh,  jk=0,...,n—1

n

Iz relacije [V, ]i; = wh dobivamo jo$ i zgodnu interpretaciju za sumu iz leme
zbrajanja

n—1 n—1 n—1 n—1
do(wp) =D wid =Y [Vl = D (v);-
j=0 =0 =0 =0

Ta suma je zbroj svih elemenata k-tog retka (ili k-tog stupca) matrice V,,. Ako jos
uocimo da 0-ti redak (stupac) sadrzi sve jedinice, ovu sumu mozemo interpretirati i
kao skalarni produkt k-tog i 0-tog retka (stupca).
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Prisjetimo se definicije kompleksnog skalarnog produkta dvaju vektora
x,y € C" s tim da komponente brojimo od nule

n—1

(z,y) = Z Y = y*z.
=0

Zadnja formula (matri¢no mnozenje) vrijedi kad vektore smatramo jednostupéanim
matricama.

Vratimo se sad na sumu iz leme zbrajanja i iskoristimo rezultat te leme, s tim
daje k € {0,...,n — 1}. Dobivamo

n—1 n—1
o , 0, akoked{l,...,n—1}
_ ki 00 — ki — 0 T ’
(v(k), v(0)) ]z:% W' T Wn jz:%(w”) {n, ako je k = 0.

To znaci da su svi stupci matrice V,,, osim 0-tog, ortogonalni (ili okomiti) na 0-ti
stupac.

Za skalarni produkt bilo koja dva stupca v i vy) matrice V,,, s tim da je
k.0 €{0,...,n— 1}, dobivamo

(v ve) = D_wi? - (wi) = D wi? - @y,
Jj=0 j=0

Sad iskoristimo ¢injenicu da je @, = w, !, pa slijedi

n—1 n—1
o) = 3 ki = Ty,

Prema lemi zbrajanja, rezultat ovisi o tome da li je k — ¢ djeljiv s n ili ne. No, zbog
k.t € {0,...,n — 1}, razlika k — ¢ moze biti djeljiva s n ako i samo ako je k = (.
Dakle, na kraju izlazi

(o [0, ako k #Y,
() V(0) = {n, ako je k = /.

Sto znadi ovaj rezultat? Bilo koja dva razli¢ita stupca matrice V, su me-
dusobno ortogonalna (okomita). To je standardno svojstvo unitarnih matrica
(odnosno, ortogonalnih matrica, u realnom slucaju). Medutim, norme stupaca nisu
jednake 1, kao kod unitarnih (odnosno, ortogonalnih) matrica, veé¢ vrijedi

lvwyll = (v, v) =vn, k=0,...,n.

Svi stupci imaju istu normu, koju mozemo “izluciti” ispred matrice, pa onda dobi-
vamo unitarnu matricu. Dakle, V,, je skalarni viSekratnik neke unitarne matrice,

s faktorom +/n.



4. BRZA DISKRETNA FOURIEROVA TRANSFORMACIJA FFT - 63

Ako tu unitarnu matricu ozna¢imo s U, onda je

1
NLD
Nas rezultat o skalarnim produktima stupaca matrice V,,, zapravo, dokazuje da je
V*V,, = nl,, gdje je I, jedinitna matrica reda n. U terminima matrice U,, taj

rezultat glasi U*U, = I,,, a to bas znaci da je U, unitarna. Uocite da je isti rezultat
za obratni produkt trivijalan, jer su V,, i U, regularne kvadratne matrice.

Vi, =nU,, ili U,=—="V,.

Nakon ovog, zaista nije tesko izracunati inverz V,~!. Za unitarne matrice vrijedi
Ut =Uy, paje
1 1 1 1
Vit=WnU,) '=—=U"'=—=U)=—=—F4=V
N v S v v A

Uostalom, dovoljno je V.*V,, = nl, podijeliti s n i napisati u obliku

1
<— Vn*>Vn _ 7.
n

n

:lv*
Vi

pa odmah ¢itamo inverz.

Ako se sjetimo da je V,, simetriéna, onda se V.* dobiva samo konjugiranjem

elemenata matrice V,. Dodatno, zbog w, ! = w"™! =, po elementima vrijedi

[Vl = (i) =@ = (0, =w,¥, kj=0,....,n—L
Dakle, V.* je, takoder, Vandermondeova matrica i to u vektoru reciproénih ili
konjugiranih svih n-tih korijena iz jedinice. Na kraju, uo¢imo da zbog “skaliranja”
s 1/n, V-1 vise nije Vandermondeova matrica (ali to i nije bitno).

Teorem 4.4.1. (Inverz DFT) Za inverz V! Vandermondeove matrice V;, diskret-
ne Fourierove transfomacije vrijedi relacija

vot= 2ty

n n n

Po elementima, ta relacija ima oblik

Dokaz:

Sve ove ¢injenice smo ve¢ dokazali. Naravno, ako “zaboravimo” svu prethod-
nu raspravu, dokaz se moze provesti i direktno, provjerom relacije V, 'V, = I, po
elementima, uz izravni poziv na lemu zbrajanja.
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Pogledajmo element na presjeku /(-tog retka i k-tog stupca u produktu V-V,
za k, 0 €{0,...,n—1}.

n—1 n—1 1 ) ) 1 n—1
ViVl = S0V ol = 5 Lt wt = L5 utory
j=0 i=0" " j=o
B {O, ako k # (,
- 11, akojek=~/.
Dakle, vrijedi [V, 'V}, ] = dg, (Kroneckerov simbol), pa je V.1V, = I,,. [ |

4.5. Svojstva DFT

Za konstrukciju brzog algoritma za mnozenje polinoma trebamo nekoliko os-
novnih svojstava ove transformacije.

n—1
g = Alwy) = > a;wp,
=0
n—1 ]
u, = A(wf) = > awh?,
=0
n—1 ]
op = Bw)) = bjwh,
=0

n—1
wp = C(wh) =Y Ciwi?,
Jj=0
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