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Primjena problema

@ pretrazivanje "kljuénih” dijelova u tekstovima, na web-stranicama.

@ prepoznavanje obrazaca kod detekcije mreZnih napada.

@ u bioinformatici - korisnije priblizno pretraZivanje teksta
(" approximate pattern matching”).
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Definicija problema

Definicija

Neka je T := T[0..n — 1] string duljine n (tekst koji pretraZujemo),

P := P[0..m — 1] (uzorak kojeg traZimo u tekstu).

Problem pretraZivanja teksta definiramo kao problem odredivanja indeksa
s €N, 0<s < n— m takvog da vrijedi T[s..s + m — 1] = P[0..m — 1].
Elementi stringova P i T su znakovi nekog konacnog alfabeta.

Napomena

Sa S[i..j] oznatavamo podstring stringa S, s po&etnim indeksom i te
zavr$nim indeksom j, gdje su elementi na oba indeksa ukljuleni.

Jelena Drzai¢ (Oblikovanje i analiza algoritamn Knuth-Morris-Pratt 18. sije€nja 2016. 4 /48



KMP - povijest

@ Algoritam su konstruirali Donald Knuth i Vaughan Pratt 1974.godine,
te James H. Morris nezavisno od njih.

@ Zajedno su izdali rad pod nazivom , Fast Pattern Matching in
Strings" u kojem prezentiraju Knuth-Morris-Pratt (KMP) algoritam.

@ Prvi algoritam pretraZivanja teksta Cija je sloZzenost u najgorem
slu¢aju linearna.
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Osnovna svojstva algoritma

Dvije komponente algoritma:
@ pretprocesiranje - konstrukcija tablice pomaka (" shift table™).

» vremenska sloZenost O(m)
» prostorna slozenost O(m)

@ pretrazivanje
» vremenska sloZenost O(n + m)
Najvise 2n — 1 operacija usporedivanja.
» prostorna slozenost O(1)
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Pretprocesiranje - uvod

Definicija
Neka je M := M[0..k — 1] string duljine k.
o Prefiks stringa M je string T[0..l], gdje je 0 < | < k.
e Sufiks stringa M je string Pk — | — 1.k — 1], gdje je 0 < | < k.

Definicija
Definiramo rub stringa M kao podstring S koji je ujedno prefiks i sufiks
od M, te vrijedi S # M.
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Pretprocesiranje - uvod

@ Neka je M potetni komad uzorka, duljine k+1, tj. kK € {0,....m—1}i
M = P[0...k].

@ Definiramo elemente polja ;
7[k] = min{s > O0|MJ0...k — s] rub od M}, tj. vrijedi da s takav da
MIJ0...k — s] najsiri rub od M. Dodatno, definiramo 7[—1] =1

@ Predprocesiranje se sastoji od popunjavanja vrijednosti polja , tj.
vrijednosti pripadajuéih pomaka koje ¢emo onda koristiti u fazi
pretrazivanja.
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PretraZivanje (1)

Opcenito, ideja KMP algoritma je izbjeéi nepotrebne usporedbe
koristenjem tablice pomaka.

Pretpostavimo da smo izracunali tablicu pomaka 7, pa moZemo prijeéi na
fazu pretraZivanja.

U nastavku je teorem koji sluZi kao podloga za algoritam pretraZivanja.
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PretraZivanje(2)

Teorem

Neka P[0...; — 1] = T[i...i + j — 1] te P[j] # T[i + j]. Definiramo
i"=i+mxl[j—1],

J' = max{j — «[j — 1],0}.

Tada vrijedi:

a) Pl0..j' —1] = T[i"..i' +j — 1]

b) P# Tlkok+m—1], i< k<1,

tj. nova pocetna pozicija je pozicija potencijalnog podudaranja i najmanja
takva, veéa od i.
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PretraZivanje(3)

U nastavku je dana ideja dokaza;

Dokaz

Vrijedi sljedeci niz identiteta:

P[0..;/ = 1] = P[0..j — 1 — 7[j — 1]]
= P[r[j — 1]..J — 1]
=Tli+n[j—1]...;.i +j—1]
=TI+ —1]

= a)

Na sli¢an nacin, svodenjem na kontradikciju dobivamo i tvrdnju b).
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PretraZivanje - primjer

PrikaZimo ideju algoritma na primjeru.

T="pappappapparrassanuaragh”,

P=n pappar"

Tablica m za P izgleda ovako:

-1

1

(1]

1
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PretraZivanje - primjer

T alplp plplalp|plal|r|r|als|s|aln]u
P alplplalr

i+ 0

j+—j+1=1
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PretraZivanje - primjer

T alplp plplalplplalr|rjals|s|a|n|u
P alplplalr

i+0

j+—j+1=1

T plp plplalp|plal|r|r|als|s|aln]u
P p|p r

i+0

j+—j+1=2
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PretraZivanje - primjer

T p plplalplplalr|rjals|s|a|n|u
P plalr

i+0

j+—Jj+1=3
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PretraZivanje - primjer

T p plplalplplalr|rjals|s|a|n|u
P plalr

i+0

j+—Jj+1=3

T plplalplplalr|r|jals|s|a|n]|u
P r

i+0

j+—j+1=4
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PretraZivanje - primjer

T plplalplplalr|jr{als|s|{al|niju
P r

i1+ 0

JJj+1=5
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PretraZivanje - primjer

T p alp|p s|s|a u
P r

i+ 0

JJj+1=5
T p alp|p s|s|a u
P r

i+—i+nlj—1=i+n[4=3

J < max(j — w[j — 1],0) = max(5 — 7[4],0) =2
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PretraZivanje - primjer

Tl pla|p pla|p|plalr|r|als|s|aln|u
P p r

i< 3

JjJj+1=3
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PretraZivanje - primjer

Tl pla|p pla|p|plalr|r|als|s|aln|u
P p r

i< 3

JjJj+1=3

Tl pla|p alp|plal|r|rlals|s|aln]u
P alr

i<+ 3

j+—j+1=4
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PretraZivanje - primjer

T|pl|lal|p plplajlr|rjals|{s|aln|u
P r

1+ 3

J<Jj+1=5
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PretraZivanje - primjer

T|pl|lal|p plplalr|r|lals|s|{a|n]u
P r

1+ 3

J<Jj+1=5

T|pl|lal|p plplalr|r|als|s|aln]u
P r

i it+ali—1=3+n[4]=6
J < max(j — w[j — 1],0) = max(5 — w[4],0) =2
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PretraZivanje - primjer

Tl pla|plplalp plalr|r|lals|s|al|n|u
P p r

i< 6

JjJj+1=3
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PretraZivanje - primjer

Tl plalp|lplalp plalr|{r|als|s|aln]|u
P p r

i+ 6

JjJj+1=3

Tl plalp|lplalp alr|r|lals|s|aln]u
P alr

i+ 6

j—j+1=4
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PretraZivanje - primjer

T | pla|plplalp rir|lals|s|a|n|u
P r

i+ 6

j+—j+1=5
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PretraZivanje - primjer

T pla|plplalp r{rlals|{s|aln]u
P r

i+ 6

Jj<Jj+1=5

T|pla|plplalp rfals|s|a|n|u
P

i+ 6

J<Jj+1=6
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PretraZivanje - primjer

Slijedi da je indeks prvog pojavljivanja rijeci pappar u
pappappapparrassanuaragh jednak 6.

Takoder, vidimo da je za dobro ponasanje KMP algoritma potrebno da

rijeci imaju specifi¢nu strukturu, tj. algoritam nije efikasan za opcenite
tekstove i uzorke koje traZimo.
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Pseudokod

Ulaz: pattern P, tekst T
Izlaz: indeks poletka prvog pojavljivanjaod Pu T

function KMPSEARCH(P, T)
m < P.length
n < T.length
7 < calcSHIFTS(P) > izralunaj tablicu pomaka
i< 0
j<0
dok i + m < n &ini > sve dok imamo korektan pocetak
dok T[i +j] = PJj] &ini
++J
ako j = m tada
vrati /
kraj
kraj
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i=i+mn[j—1]
j = max(j — xlj - 1],0)
kraj
vrati —1
kraj function

Potrebno je jo$ pokazati da je sloZenost KMP algoritma u najgorem
slu€aju iz O(n + m).
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PretraZivanje - analiza sloZenosti (1)

Teorem

Vremenska sloZenost KMP algoritma (funckije KMPSearch) je iz
O(n+ m).

Dokaz
Pratimo vrijednost izraza 2i + j.

a) ako je uvjet unutarnje petlje zadovoljen, poveéavamo j za 1, a time i
2i+j za 1.

b) uvjet unutarnje petlje nije zadovoljen, j je umanjen za < w[j — 1], i je
uvecan za w[j — 1]. Vidimo da je 2i+j uvecan za > «[j — 1].
= svaki puta kad se vratimo na uvjet unutarnje petlje, povecamo

vrijednost 2i + 1 za > 1, a buduéi da imamo < 2n 4+ m provjera uvjeta
unutarnje petlje, slijedi tvrdnja.
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PretraZivanje - analiza sloZenosti (2)

Napomena

Primjetimo da iz pseudokoda algoritma slijedi i &injenica da je vremenska
sloZenost modifikacije algoritma u kojoj traZimo sva podudaranja danog
patterna u tekstu jednaka sloZenosti osnovne verzije.
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PretraZivanje - primjer

Prikazimo na primjeru rijeci hrvatskog jezika ponasanje KMP algoritma.

T="analiza algoritama”,
P=""algoritam”

7 izgleda ovako:
i -1{0[(1{2|3|4|5|6|7|8
ali] |1 |112|3|4]|5]6|7|7|8

Jelena Drzai¢ (Oblikovanje i analiza algoritamn Knuth-Morris-Pratt 18. sije€nja 2016. 23 /48



PretraZivanje - primjer
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PretraZivanje - primjer

T nljall |i]|z a || tla|m
P l lglo|r]i a|m|a

i=0

Jj=j+1=1
T nljall |i]|z a || t|{a|m
P l lglo|r]i a|m|a

i=i+n[j—1=0+7[0]=1

Jj = max(j — 7[j — 1],0) = max(1 — x[0],0) = max(0,0) =0
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PretraZivanje - primjer

Tla|n|a

z

a

P a |l

g

(o}

r

tjia|m

i=i+nlj—1]=14nx[-1]=2
J = max(j — w[j — 1],0) = max(1 — =[0],0) = max(0,0) =0
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PretraZivanje - primjer

T

a

z

a

P

a

g

(o}

r

tjia|m

i+nj—-1=1+n[-1]=2
J = max(j — w[j — 1],0) = max(1 — =[0],0) = max(0,0) =0

T

a

a

al|ll |g

t|{a|m

P

r

j=j+1
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PretraZivanje - primjer
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PretraZivanje - primjer

T|lal|n i |z |a [ tla|lm
P g ro|i a

=2

j=j+1=2

T|lal|n i |z |a [ tla|lm
P g r|i a

i—i+nlj—1=2+n[l]=2+2=14

J=max(j —7[j —1],0) = max(2 —-2,0) =0
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PretraZivanje - primjer

Tla|n|al|ll|li]|z]a al|l|glol|r |i|t|la|m]|a

P a|l|glofr|i|t]la|m]|a

i=i+nlj—1=447n[-1]=4+1=5
J=max(j —[j —1],0) = max(0 — 1,0) =0
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PretraZivanje - primjer

Tla|n|al|ll|li]|z]a al|l|glol|r |i|t|la|m]|a
P a|l|glofr|i|t]la|m]|a
i=i+nlj—1=447n[-1]=4+1=5

J=max(j —[j —1],0) = max(0 — 1,0) =0
Tlaln|a|l]i|lz]|a a|l|lglofr|i [t]a|m]|a
P all |glofr|i|t|la|m]|a

i=i+rn[j—-1=5+7[-1]=5+1=6
J=max(j —7[j —1],0) = max(0 —1,0) =0
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PretraZivanje - primjer

i=i+nj—1=6+n[-1]=7
J=max(j — n[j — 1],0) = max(—1,0) =0
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PretraZivanje - primjer

Tl a|ln|a|l]li|lz]|a a|l |g a|m
P all|lglolr m
i=i+nj—1=6+n[-1=7
J=max(j — n[j — 1],0) = max(—1,0) =0
Tla|nj|alll|lilz|la|_|a|l|g tla |m
P al|l|gl|o a|m|a

i=i+nj—1=7+n[-1]=8

J=max(j —7[j —1],0) = max(—1,0) =0
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PretraZivanje - primjer
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PretraZivanje - primjer

Tla|ln|a|l]li|lz]|a llg|lo|r|i m
P llg|lo|r|i a|m
=38
J=1
Tla|ln|a|l]li|lz]|a glo|r|i m
P glo|r|i m
I =38
j=2
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PretraZivanje - primjer
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PretraZivanje - primjer

Tla|n|alllilz]|a olr|i m
P ol|r|i alm
I =8
Jj=3
Tla|n|alllilz]|a rfi m
P r|i m
I =8
j=4

Jelena Drzai¢ (Oblikovanje i analiza algoritamn Knuth-Morris-Pratt 18. sije€nja 2016. 30/ 48



PretraZivanje - primjer
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PretraZivanje - primjer

Tla|n|alllilz]|a i m
P ijtlalm
I =8
J=5
Tla|n|alllilz]|a m
P m
I =8
j=06
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PretraZivanje - primjer
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PretraZivanje - primjer

Tla|n|alllilz]|a m
P a|lm
I =8
=7
Tla|n|alllilz]|a m
P m
I =8
j=28
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PretraZivanje - primjer

Tla|n|al|lll|li|lz]|a
P

i=38

j=9

Napomena

Vidimo da je traZeni indeks prvog pojavljivanja od P u T jednak 8.
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Jelena Drzai¢ (Oblikovanje i analiza algoritamn

Pretprocesiranje - obja¥njenje (1)

Ideja:

Pretpostavimo P[0...k] = T[i...i + k|.

0 1 2 ... S s+ 1.. k...
i i+l i+2... i+s i+s+1.. i+k..
0 1. k-s

|| O
o
=
N

Vidimo da nuZno mora vrijediti P[0...k — s] = P[s...k] kako bi pomak bio
korektan.

Napomena

Uzimamo minimalnu vrijednost za pomak s kako ne bi doslo do
preskakanja korektnog pomaka.
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U nastavku je dan pseudokod jedne od mogucih implementacija funkcije
za pretprocesiranje.

Ulaz: pattern P
Izlaz: tablica pomaka 7

function cALCSHIFTS(P)
m <+ P.length
m[—1] 1
m[0] 1
i1
j<0
dok i +j < m Eini
ako P[i + j] == PJ[j] tada
i+ )] i
++j
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inace
ako j == 0 tada

mli] «i+1
kraj
i=i+mn[j—1]
j = max(j — [j - 1],0)
kraj
kraj
vrati ™

kraj function

Objasnimo najprije crveno oznalene dijelove funkcije.
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Pretprocesiranje - obja¥njenje (2)

o 7[i + j] < i slijedi direktno iz &injenice da vrijedi P[0...j] = P[i...i + j]
i w[i +j] = min{s > O|M[0...i +j — s] rub od M}
@ korektnost identiteta i = i + w[j — 1], j = max(j — 7[j — 1],0)
slijede iz sljedeceg teorema:
Teorem
Pretpostavimo P[0...; — 1] = P[i...i + j — 1] te P[j] # P[i + j]. Neka
i"=i+x[j—1], j/ = max{j — w[j — 1],0}. Tada vrijedi:
a) P[0..j' — 1] = P[i"...i' +j — 1]
b) P0..i’ +j —1—8] # [’ +j —1], i <s< i

tj. gore definiran pomak je korektan i najmanji takav.
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Pretprocesiranje - primjer

Primjer izracunavanja tablice za P = " abcabd"

3

415

o

A [ 1 |1

—>i=1,j=0

Jelena Drzai¢ (Oblikovanje i analiza algoritamn

Knuth-Morris-Pratt

18. sije¢nja 2016.

36 / 48



Pretprocesiranje - primjer

Primjer izracunavanja tablice za P = " abcabd"

I -110|1(2(3(4]5
o 1T 1 >i=1,j=0
I ;11011213415
(2] 1T 1 >i=2,j=0
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Pretprocesiranje - primjer

Primjer izracunavanja tablice za P = " abcabd"

i -110|1(2(3(4]5 . .
o 1T 1 —>i=1,=0
] ;11011213415 . .
O It 12 > i=2=0
i -110|1(2(3(4]5 . .
O TIIT 123 —>i=3j=0
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Pretprocesiranje - primjer

Primjer izracunavanja tablice za P = " abcabd"

o ;r[l] —11 (]? 112|13]14]5 _si=1j=0
° ;[I] ;ll (f ; 2131415 s i=2j=0
o P - -
° ;[/] S EIEIEIE T
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Pretprocesiranje - primjer

—>i=3j=2
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Pretprocesiranje - primjer

i [1]o[1[2[3[4]5 o
O i [i[2(3 (33 |~ 7372
i [1]0[1[2[3[4]5 S
O i i23[3 3 | "=
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Pretprocesiranje - primjer

i -110|1(2(3(4]5 . .
O It 112333 | ~'=3%/ =2
i -110|1]2]3(4]5 . .
O i i23[3 3 | "=
i -110|1]2(3(4]5 . .
O i i2[3[3[3]6]| ~ T80
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Pretprocesiranje - analiza sloZenosti

MoZe se pokazati da je sloZenost pretprocesiranja O(m).

Ideja dokaza:

Promatramo vrijednost izraza 2i +j. U svakom koraku petlje vrijednost
tog izraza povecéa se barem za jedan.

a) ako P[i] = P[i + j], pove¢avamo j, a time i 2/ + j.
b) inale, ako j # 0, 2i + j povetavamo za 7[j — 1] > 1.

c) ako j =0, i pove¢avamo za jedan, tj. vrijednost 2/ + 1 za dva.

Buduéi 2/ + j < 3m, vrijedi da je sloZenost pretprocesiranja € O(m).

Jelena Drzai¢ (Oblikovanje i analiza algoritamn Knuth-Morris-Pratt 18. sije€nja 2016. 38 /48



Opis testiranja

Testiranje je provedeno za alfabet:
o A— {/3/7/ bl}
P A — {/3/7/ b/’/ C/}
o A={d, ... 7}
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Testiranje - M = 20, A = {a, b}

50

TIM MM

Dn 100000 200000
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Testiranje - M = 50, A = {a, b}

50

TIM MM

Dn 100000 200000
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Testiranje - M = 100, A = {a, b}

35

TIMNiAMN)
o
i

8

] 100000 200000 300000 400000 500004
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Testiranje - M = 20, A = {a, b, ¢}

)
as
3o
25
=
g
20
I'|
T g \, - = 1‘/:_‘ " 7
5 = Zo0600 » 550600 o000 Soo00q
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Testiranje - M = 50, A = {a, b, c}

as

TN
8
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Testiranje - M = 100, A = {a, b, c}

25

MM

“ocoooo Scoood
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Testiranje - M =50, A ={a, b, ..., z}

MM

Zco00a S0000a
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Testiranje - M = 100, A = {a, b, ..., z}
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