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RACUNALNA GEOMETRIJA
(Computational Geometry)

Algoritmi za rjeSavanje geometrijskih problema

PRIMJERI PROBLEMA:

Najblizi par toCaka

Konveksna ljuska (Convex huII)
Triangulacija polinoma

Presjek segmenata u ravnini



Terminologija...

TOCKA p = (x,y) € R?

KONVEKSNA KOMBINACIJA toCaka p; = (x4, y,) |
p, = (x,,¥,) je svaka toCka p; = (x5, y;) takva da
postoji a € [0, 1] takav da vrijedi p; = ap; + (1 — a)p,.

SEGMENT (line segment, duzina) pp, je skup svih
konveksnih kombinacija toCaka p, I p,.

p, P, - rubne toCke segmenta
p.p, - Usmjeren segment



Cross product

Cross product p,; X p, je determinanta
Xy Xp| _ B
yl yz‘ _xlyZ nyl'

|p; X p,| se interpretira kao povrSina
paralelograma formiranog tockama (0, 0), p,, p, |

p1+ ;= (X1 + x5,y + )




Presjek dva segmenta

DVA KORAKA ALGORITMA

1. BRZO ODBACIVANJE (quick rejection)

2. UTVRDIVANJE ,,OKRUZUJU” LI OBA
SEGMENTA PRAVAC NA KOJEM SE NALAZI
DRUGI SEGMENT (straddle)




Brzo odbacivanje

Bounding box geometrijskog objekta je najmanji
pravokutnik koji sadrzi taj objekt i Cije stranice su
paralelne sa x-0si | y-0si.

Bounding box segmenta p;p, je @ D d
pravokutnik (py, D) gdje je p; =
(i, ¥1) »donji lijevi®, a p;, = (X, 75)

,2gornji desni” vrh pravokutnika, {j. O D D
X; = min(xy, x,), y; = min(y, y,),

X, = max(xy,x,), ¥, = max(yy,y,),
P Va(X, Y)
€4

v4(X,y)




Dva segmenta nemaju presjek |-
ako im se ne sijeku pripadni Py
bounding boxevi. /)

(6 =2%3) AT, Z25) AT, 293) AV, 2 97) = false

Dakle, ako gornji uvjet nije
zadovoljen, segmenti se
sigurno ne sijeku.




Presjek dva segmenta

DVA KORAKA ALGORITMA

1. BRZO ODBACIVANJE (quick rejection) ZI

2. UTVRBIVANJE ,,OKRUZUJU” LI OBA
SEGMENTA PRAVAC NA KOJEM SE
NALAZI DRUGI SEGMENT (straddle)




Segment p;p, ,okruzuje” pravac na
kojem se nalazi segment p;p, ako se .

p, halazi s jedne, a p, s druge strane 0
tog pravca. (NEPRECIZNO)

Dva segmenta se sijeku ako | samo
ako su prosli brzo odbacivanje (prvi
korak algoritma) i svaki od njih
,,Ookruzuje” pravac na kojem se
nalazi drugi segment.

CROSS PRODUCT

KAKQO?




Lako se pokaze...

p, je ,s desne strane”
pravca koji sadrzi p,

p;

P X P, <0
Pq Py

(0,0) (0,0) n,

X >0
p, j€ »S lijeve strane” P1 XD

pravca koji sadrzi p,

pL Xp, =0 & p,ip,sukolinearne




Uocimo...

- * - < ()
(Py—p) X (py-p,) Ps
!

{P4‘"P1}X(PZ'F1} < 0

Py

P4

(py=pP)X(p,=p,) >0
P1 4 1 2 1 pl

(a) (b)

(py—pP)x(py-p) <0
P, P /
Py
P (Py=P)X(Py=p) =0
(c)

)4

ZASTO?




Zakljucak!

Segment p,p, ,okruzuje” pravac na kojem se nalazi
segment p,p, ako:
* (o3 —p) X, —p) iy —p) X (p, —py)imaju
razliCite predznake
* (p3 —p) Xy —p) =0ili (p, —p) X (P, —py) =
0 i zadovoljen je uvjet da se barem jedna od toCaka

p, i p, Nalazi na pp, l

Taj uvjet je zadovoljen ako je

. zadovoljen quick rejection test (prvi

korak algoritma)



Presjek dva segmenta

DVA KORAKA ALGORITMA

1. BRZO ODBACIVANJE (quick rejection)

2. UTVRBIVANJE ,,OKRUZUJU” LI OBA
SEGMENTA PRAVAC NA KOJEM SE
NALAZI DRUGI SEGMENT (straddle)

NN




Presjek dva segmenta

[ guickRejection(LineSegment segmentl, LineSegment segment2) {

louble x¥1 = min(segmentl.pointl. segmentl. point2.x);
min{segmentl.pointl. segmentl. point2.y);
max(segmentl. pointl. segmentl.point2.x);
max(segmentl.pointl. segmentl.point2.y);

[ L]

min{segment2.pointl. segment2. point2.x);
min{segment2.pointl. segment2. point2.y);
max(segment2.pointl. segment2. point2.x);
y4 = max(segment2.pointl. segment2. point2.y);

m M fm M

(2 »= x3) && (w4t >= x1) (y2 >= y3) && (y4 == yl);

bool straddle(LineSegment segmentl, LineSegment segment2) {
((crossl »= @ && cross2 <=8) || (crossl >= @ && cross2 <= 8));

bool intersect(LineSegment segmentl, LineSegment segment2) {
(quickRejection(segmentl, segment2)) {
(straddle(segmentl, segment2) && straddle(segment2, segmentl)) {

=3

Konstantan broj operacija!

0(1)




ZASTO TAKO?

Koristimo samo zbrajanje, oduzimanje, mnozenje |
usporedivanje, nema trigonometrijskih funkcija ni dijeljenja
(mogu biti skupe za izraCunavanje, izbjegavamo vece
greske zaokruzivanja)

Primjer druk¢€ijeg pristupa:
standavrd na (,,st.ra/qhtfczn/vard ) metoda intersection
* |zraCunamo jednadzbu pravca oba
segmenta u obliku y = kx + 1
« Nademo toCku presjeka i provjerimo
nalazi li se ona na oba segmenta Osjetljivost

operacije dijeljenja kad su pravci
skoro paralelni!

na preciznost




A

PRESJEK
SEGMENATA
U RAVNINI B

PROBLEM:

Dan je skup L = {l,, [,, ..., In} Koji sadrzi n segmenata u
ravnini. Potrebno je odrediti sijeku li se bilo koja dva od tih n
segmenata. Pretpostavimo da se nikoja tri segmenta ne
sijeku u istoj toCki te da ne postoji segment okomit na x-0s.




T
IDEJA!

,,GRUBA SILA” — promatramo sve parove segmenata
u skupu i koristimo intersecton(LineSegment I1,
LineSegment 12) za utvrdivanje presjeka

Algoritam je ocCito kvadratne slozenosti u
broju segmenata u skupu!

Mozemo li bolje?







SWEEPING

 Cesta metoda u rjedavanju
geometrijskih problema

Imaginarni pravac, SWEEP
LINE, prolazi kroz dani skup
geometrijskih objekata

3

« U ravnini je on najcesce okomit na
X-0s i prolazi ,slijeva na desno”

« Dimenzija kojom se SWEEP LINE
kreCe (najcesce x—0s) tretira se
kao dimenzija vremena.



Sweeping algoritmi — dva skupa podataka

SWEEP LINE STATUS - daje vezu
izmedu objekata koje SWEEP LINE
sijeCe u danom trenutku Vv Check Schedule

EVENT — POINT SCHEDULE - niz koordinata
koje definiraju trenutnu poziciju SWEEP LINE
(najcesce x koordinate tocaka koje promatramo,
sortirane s lijeva na desno)

Svaka koordinata u nizu je jedan
EVENT (dogadaj) kad se mijenja

SWEEP LINE STATUS



Kako simuliramo SWEEPING?

Sortiramo sve rubne toCke segmenata iz L koristecCi
sljedeci (leksikografski) uredaj:
def X1 < X,
P1 =P < {x1=x2 Ny <Y

Gdje su p; = (xy,¥1), P, = (X3, ¥5).

Svaka toCka u sortitanom nizu, (svaka

rubna toCka nekog segmenta iz L) je
jedan EVENT (dogadaj)

EVENT — POINT SCHEDULE




Sto jos trebamo?

Treba nam uredaj na skupu svih segmenatal

Nema vertikalnih
segmenata

SWEEP LINE svaki segment

sijece u jednoj tocki

Kazemo da su segmenti [, i [, USPOREDIVI na pravcu x
ako vertikalan pravac (SWEEP LINE) x sijeCe oba ta

segmenta.




Kazemo da je [, IZNAD (ABOVE) L, i piSemo [, > , I, ako
su [, i [, usporedive na x 1 y koordinata toCke presjeka [; i
vertikalnog pravca x je veca od y — koordinate toCke
presjeka L, 1 istog vertikalnog pravca.

Kazemo da je [, ISPOD (BELOW) [, i piSemo [, < , [, ako
su [, 1 [, usporedive na x | y koordinata toCke presjeka [, |
vertikalnog pravca x je manja od y — koordinate toCke
presjeka [, I istog vertikalnog pravca.

Za dani x, > . |

T totalni ureda;.




VRIJEDE RELACIJE:
d a<.b
a<,c<,b
c<,b
d nije usporediv s ni
jednimodaq, b, c

Segment ulazi u ,uredaj” (T) kad
SWEEP LINE dode do njegove
pocetne toCke, a izlazi iz ,uredaja”
kad dode do njegove zavrSne tocke!

SWEEP LINE STATUS!




Sto kad SWEEP LINE prijede presjek neka dva segmenta?

Pravcir i u su s lijeve i
desne strane,
respektivno, od toCke
presjeka segmenataaib
te imamo b > . a and

a>_b.
Nikoja tri segmenta Postoji vertikalni pravac
se ne sijeku u istoj t za koji su segmenti a
tocki | b uzastopni u uredaju >,




ALGORITAM (opisno)

Prolazimo po rubnim toCkama p segmenata sortiranih s lijeva na desno:

1) Ako je p lijevi rub nekog segmenta [, stavljamo [ u uredaj T,
« Ako postoji segment [, u T takav da je [, neposredno iznad [
* Provjerisijekulise lil; (ako da, GOTOVO)
« Ako postoji segment [, u T takav da je [, neposredno ispod [
* Provjerisijekulise lil, (ako da, GOTOVO)

2) Ako je p desni rub nekog segmenta [, izbacujemo [ iz uredaja T
* AKko postoje segmenti L, i [, u T koji su neposredno iznad i
neposredno ispod [
* Provjerisijeku lise [, i [, (ako da, GOTOVO)




ALGORITAM (primjer izvrSavanja)




ALGORITAM (primjer izvrSavanja)




ALGORITAM (primjer izvrSavanja)

T ={b,a} a | b se ne sijeku



ALGORITAM (primjer izvrSavanja)

T ={b,c,a) c 1 b se ne sijeku
c | a se ne sijeku



ALGORITAM (primjer izvrSavanja)

T ={b,c,a,d} d | a se ne sijeku



ALGORITAM (primjer izvrSavanja)

W
/

T ={b,c,d} d | ¢ se ne sijeku



ALGORITAM (primjer izvrSavanja)

Y,
/

T ={b,c,d,e} e | d se ne sijeku



ALGORITAM (primjer izvrSavanja)

f

b \
T ={b,d,e} b 1d se sijeku /




ALGORITAM (pseudokod)

anySegmentsintersect(L)

1. T=90

2. sort the endpoints of the segments in L using <
3. for each point p in sorted list of endpoints

4 if p is the left endpoint of a segment [
5. insert(T,l)

6. if s = above(T, ) exist

7 if intersects(s,l)

8 return true
9. if s = below(T, 1) exist

10. if intersects(s, )

11. return true
12. if p is the right endpoint of a segment [
13. if s = above(T, 1) exist and t = below(T, [) exist
14. if intersects(s,t)

15. return true
16. delete(T, 1)

17.return false




 Sortiranje rubnih toaka

Heap (hrpa)

Heapsort

M9[17116[12[9 115/ 112 [11]7][3[10[14]




ALGORITAM (analiza)

anySegmentsintersect(L)
1. T=90

2. sort the endpoints of the segments in L using < REIGLEl]))
3. for each point p in sorted list of endpoints

4 if p is the left endpoint of a segment [
5. insert(T,l)

6. if s = above(T, ) exist

7 if intersects(s,l)

8 return true
9. if s = below(T, 1) exist

10. if intersects(s, )

11. return true
12. if p is the right endpoint of a segment [
13. if s = above(T, 1) exist and t = below(T, [) exist
14. if intersects(s,t)

15. return true
16. delete(T, 1)

17.return false




 Sortiranje rubnih toaka

Heap (hrpa)

Heapsort

M9[17116[12[9 115/ 112 [11]7][3[10[14]

e Uredaj T

Red — black tree ‘ Poseban slu¢aj samobalansirajuceg

binarnog stabla

Above(T, [)
Bellow(T, )
Insert(T, [)

Delete(T, 1)




ALGORITAM (analiza)

anySegmentsintersect(L)

1. T=90

2. sort the endpoints of the segments in L using < | O(nlogn)
3. for each point p in sorted list of endpoints

4 if p is the left endpoint of a saaEeE

5. insert(T,l)

6. if s = above(T, ) exist

7 if intersects(s,l

8 return t

9. if s = below(T, 1) exist

10. if intersects(s, )

11. return true

12. if p is the right endpoint of a segment [

13. m if s = above(T, 1) exist and t = below(T, ) exist
14. if intersects(s,t)

15. return true

16. delete(T, 1) O(logn)

17.return false




ALGORITAM (analiza) Znamo otprije...

anySegmentsintersect(L)
1. T=90

2. sort the endpoints of the segments in L using < | O(nlogn)
3. for each point p in sorted list of endpoints

4 if p is the left endpoint of a paasean t1
5. insert(T,1) O(logn)
6. If G ve(T, 1) exist | O(logn)
7
8
9

if intersects(s,l)
return trie
if s = below(T, 1) exist O(logn)

. if intersects(s, 1)
11. return true
12. if p is the right endpoint of a segment [
13. O(logn) | if s =above(T, l) exist and s w(T, I) exist
14. if intersects(s,t)
15. return true
16. delete(T, 1) O(logn)

17.return false




ALGORITAM (analiza)

anySegmentsintersect(L)
1. T=90
2. sort the endpoints of the segments in L using < | O(nlogn)
3. for each point p in sorted list of endpoints

4 if p is the left endpoint of a pesmes £1 o
5. insert(T,l) O(logn)

6. If == ve(T, 1) exist | O(logn)

7. O() Iifintersects(s,l)

8 return true

9. if s = below(T, 1) exist O(logn)

10. o(1) if intersects(s, I)

11. return true

12. if p is the right endpoint of a segment [

13. O(logn) | if s =above(T, I) exist and +=halow(T, [) exist
14. if intersects(s,t) | O(1)

15. return true

16. delete(T, 1) O(logn)

17.return false —




.
Zakljucak

Vremenska slozenost algoritma je O(nlogn) \/

Najgori slucaj (u punom
mmm) smislu, naime algoritam staje '
¢im nade neki presjek) °

Prostorna slozenost algoritma je O(n)

Teorem

Poziv funkcije anySegmentsintersect(L) vraca true ako i
samo ako postoje [, i L, iz L koje se sijeku.

§.ED.



PRESJEK A

SEGMENATA \
U RAVNINI B

PROBLEM:

Dan je skup L = {l,,l,, ..., L} koji sadrzi n segmenata u
ravnini koji su iskljucivo ili horizontalni ili vertikalni. Potrebno
je pronaci sve segmente koji se sijeku. Pretpostavimo da su
sve rubne toCke razliCite.




Brute force algoritam O(n?)

SWEEP LINE algoritam




Orthogonal line segment intersection

 Pomicemo SWEEP LINE (koristimo ranije opisan uredaj)




Orthogonal line segment intersection

 Pomiemo SWEEP LINE (koristimo ranije opisan uredaj)
« Horizontalni segment — lijevi rub: stavljamo segment u uredaj T
(horizontalne segmente usporedujemo po pripadnoj y-koordinati)




Orthogonal line segment intersection

 Pomiemo SWEEP LINE (koristimo ranije opisan uredaj)

« Horizontalni segment — lijevi rub: stavljamo segment u uredaj T
(horizontalne segmente usporedujemo po pripadnoj y-koordinati)

« Horizontalni segment — desni rub: miCemo segment iz uredaja T




Orthogonal line segment intersection

 Pomiemo SWEEP LINE (koristimo ranije opisan uredaj)

« Horizontalni segment — lijevi rub: stavljamo segment u uredaj T
(horizontalne segmente usporedujemo po pripadnoj y-koordinati)

« Horizontalni segment — desni rub: miCemo segment iz uredaja T

« Vertikalni segment — provjeravamo presjek sa segmentima u uredaju
Range search po y-koordinati




Propozicija

Vrijeme izvrSavanja orthogonalSegmentsintersect
algoritma je proporcionalno nlogn + r gdje je n broj
segmenata, a r broj toCaka presjeka.

« Sortiranje rubnih toCaka (heapsort)

« Stavljanje segmenata u uredaj (Red-black tree) -
* lzbacivanje segmenata iz uredaja (Red-black tree)

* Provjera postoji li presjek (Range search u RBT)

q9.£2.

Dakle, vremenska
slozenost je O(nlogn).




Propozicija

Vrijeme izvrSavanja orthogonalSegmentsintersect
algoritma je proporcionalno nlogn + r gdje je n broj
segmenata, a r broj toCaka presjeka.

« Sortiranje rubnih toCaka (heapsort)

« Stavljanje segmenta u uredaj (Red-black tree) -
* lzbacivanje segmenta iz uredaja (Red-black tree)

* Provjera postoji li presjek (Range search u RBT)

€2,

Dakle ‘vre .1enska
slozeno ‘e O(nlogn).




Problem...

x.

Broj presjeka u skupu od n segmenata je O(n?).

Tesko je predvidjeti ponasanje
algoritma za slucajno generirane
test primjere!

N2

Odrediti vremensku
slozenost za geometrijske
probleme nije jednostavno!




Rezultati

__n | ySL_| t/BF

128
256
512
1024
2048
4096
8192
16384

0.0076
0.0084
0.0097
0.0133
0.0251
0.0667
0.2076
0.8526

|

0.0038
0.0086
0.0276
0.0993
0.3935
1.6299

11.0203
39.1816

/

n - broj duzina
SL — Sweep line algoritam
BF — Brute Force algoritam

Sto uoéavamo?

10000 15000 20000
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Rezultati
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Rezultati

Vrijeme izvr8avanja Sweep line algoritma
4
|
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Broj segmenata



Rezultati

Vrijeme izvréavanja Sweep line algoritma
4
|

[ [ [ [ I
0 50000 100000 150000 200000

nlogn broja segmenata



L

Primjeri | komentar rezultata...,
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