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S = skup n točaka u ravnini, n > 2

Primjer 1.

|S | = n = 16

S



Problem: Naći par točaka

p1 = (x1,y1) ϵ S , p2 = (x2,y2) ϵ S

tako da udaljenost d(p1,p2) bude minimalna.

S

Primjer 1.

|S | = n = 16

Napomena Točke se mogu podudarati (tada min. udalj. 0)



• p1 = (x1,y1), p2 = (x2,y2)

• d(p1,p2 )  - Euklidska udaljenost točaka p1 i p2 

(x2,y2) 

(x1,y1) 

y

x
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Iscrpan (brute-force) algoritam

- provjeri svih                 udaljenosti i vrati par točaka 

s najmanjom udaljenošću



- ovo daje ϴ(n2)

- može bolje: ϴ(nlogn)

- pristupom „podijeli pa vladaj”





Divide and Conquer

• klasa algoritamskih tehnika u kojoj ulaz razbijemo na nekoliko

dijelova, rekurzivno riješimo svaki, te kombiniramo rješenja tih

podproblema u sveukupno rješenje

• može biti jednostavna i snažna metoda



Algoritam

• Ulaz:



1. Sortiraj točke iz S rastuće po x-koordinati



2. Podijeli S pravcem L (paralelnim y-osi) u S l i S r tako da

i



Neka L prolazi x-koordinatom (pored) točke

→ sve točke iz S l su s lijeve strane od L (ili na L)

→ sve točke iz S r su s desne strane od L (ili na L)

S l S r



Napomena: I točke iz S l i točke iz S r mogu biti na L

Primjer:

S l S r



3. rekurzija - izračunaj minimalnu udaljenost
► δl za S l ► δr za S r

S l S r

δl

δr

Na ovom primjeru:

δl  = 2 ≈ 

(za (0,10) i (1,9))

δr = 2 ≈ 

(za (8,2) i (9,3))



4. combine step

Pitanje: Što ako je najmanja udaljenost između 

jedne točke iz S l i jedne točke iz S r ?

→ Izračunaj najmanju udaljenost δ’ između točke  

iz S l i točke iz S r 

→ Rezultat = min {δl,δr,δ’}



→ Izračunaj najmanju udaljenost δ’ između točke  

iz S l i točke iz S r 

• najviše posla

Implementacija?

Kako naći δ’?



Naivna metoda
• Izračunaj udaljenost između svake točke iz S l i svake 

točke iz S r



Naivna metoda

• ne tako - želimo bolje od Ω(n2) 

Što 

sad?



Označimo δ = min {δl,δr}.

Ako točke p i q daju bolje rješenje, tada je q 

sadržan u zatvorenoj kugli oko p polumjera δ.

:



Ako se najbliži par sastoji od neke točke pl ϵ S l i neke točke 

pr ϵ S r , tada pl i pr moraju biti unutar udaljenosti δ od pravca L.

S l S r

δ δ



• Formalnije,

• Tvrdnja 1

Ako postoje q ϵ S l  i r ϵ S r takvi da je d(p,L) < δ,

tada i q i r leže unutar udaljenosti δ od L.

• Dokaz

Pretpostavimo da takvi q i r postoje. Označimo

q = (qx,qy)

r = (rx,ry)

x* = x-koordinata točke kojom prolazi pravac L 

Znamo (definicija od L) qx < x* < rx.

Sada x* - qx < rx - qx < d(q,r) < δ

te rx - x* < rx - qx < d(q,r) < δ,

pa i q i r imaju x-koordinatu unutar udaljenosti δ od x*.

Stoga obje točke leže unutar udaljenosti δ od pravca L.



S l ’  = { p ϵ S l | d(p,L) < δ} 

S r ’ = { p ϵ S r | d(p,L) < δ}

S l S r

δ δ

: 

:
→ pl ϵ S l  ’ & pr ϵ S r ’

S l ’ S r ’



Primjer

δ



Primjer

δ δ

U najgorem slučaju, S l  ’= S l i S r ’= S r pa svaku 

točku iz S l treba usporediti sa svakom iz S r



Što sad?
• Uočimo, nije nužno svih O(n2) usporedbi

• Svaku točku p ϵ S l ’ treba usporediti samo 

sa onima unutar udaljenosti δ



Pretpostavimo δ’ < δ.

Tada postoje pl ϵ S l ’ i  pr ϵ S r ’ tako da vrijedi

d(pl, pr ) = δ’.

→ Vertikalna udaljenost (razlika y-koordinata)

pl i pr iznosi najviše δ.

→ Te dvije točke leže unutar δ×2δ pravokutnika

centriranog oko L.

δ

2δ



T    = S l ’ U S r ’

Ako je udaljenost između bilo koje dvije točke u δ×2δ

pravokutniku najviše δ, tada on može sadržavati najviše 

osam točaka: najviše 4 točke izS l i najviše 4 točke izS r .

S l ’ S r ’

:



Svaka točka iz T treba se usporediti sa 

najviše sedam točaka iz T .

→ Dobili gornju ogradu na broj točaka sa kojima 

uspoređujem točku  p ϵ T .

Koje su to točke (za neku točku p ϵ T ) ?



Točku p treba usporediti 

sa „susjedima” u T .

→ sortiramo točke iz T

rastuće po y-koordinati

→ svaku točku 

uspoređujemo sa 7 

točaka nakon  p ϵ T u

rastućem poretku 

njihovih y-koordinata

1
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• Formalno, za ocjenu složenosti dovoljno:

• Tvrdnja

Ako su p,q ϵ S takvi da vrijedi d(p,q)<δ, tada su p i q 
unutar 15 pozicija razmaka u sortiranoj listi Sy po

y-koordinatama.

• Dokaz

Neka je Z podskup ravnine koji se sastoji od svih točaka 
unutar udaljenosti δ od L. Dijelimo Z u kutije (engl. boxes): 
kvadrate sa stranicom duljine δ/2. Jedan redak od Z se 
sastoji od četiri kutije čije horizontalne strane imaju istu

y-koordinatu. (vidi sliku na slijedećem slajdu)

Pretpostavimo da dvije točke iz S leže u istoj kutiji. S obzirom 
da sve točke u istoj kutiji leže s iste strane od L, te obje točke ili 
pripadaju u Q ili pripadaju u R. Ali bilo koje dvije točke u istoj 

kutiji su unutar udaljenosti manjoj od   2< δ, što je u 
kontradikciji sa minimalnom udaljenošću δ između bilo kojeg 
para točaka u Q ili u R. Dakle, svaka kutija sadrži najviše jednu 
točku iz S .

δ

𝟐



• (nastavak dokaza sa prethodnog 

slajda)

Pretpostavimo sada da p,q ϵ S

imaju svojstvo d(p,q) < δ, te da su

barem 16 pozicija razmaknuti u

Sy. BSOMP da p ima manju y-

koordinatu. S obzirom da u svakoj

kutiji može biti najviše jedna

točka, najmanje tri retka od Z leže

između p i q. Ali bilo koje dvije

točke od Z odvojene s najmanje tri

retka moraju biti udaljene za

najmanje 3δ/2 - kontradikcija.

Q.E.D.

kutije

δδ

L

Svaka kutija može sadržavati 

najviše jednu točku ulaza.

δ

𝟐

δ

𝟐



Vremenska složenost
• sortiranje točaka u S

• O(nlogn)



Vremenska složenost
• sortiranje točaka u S

• O(nlogn)

• podjela točaka u S l i S r

• ϴ(1) (točke su sortirane)



Vremenska složenost
• sortiranje točaka u S

• O(nlogn)

• podjela točaka u S l i S r

• ϴ(1) (točke su sortirane)

• combine step - sortira točke iz 
T i uspoređuje svaku točku s 

najviše 7 drugih (najviše 7n 

usporedbi)

• ϴ(nlogn) (u najgorem slučaju 
|T    | = n, |T |log|T   |=nlogn)



T(n) = O(nlog2n)

…



T(n) = O(nlog2n)

…



• Primijetimo,

ako vrijeme za combine step smanjimo na ϴ(n), tada

je vremenska složenost algoritma ϴ(nlogn)

• To se postiže „presortiranjem”

- elementi u S su sortirani po svojim y-koordinatama

samo jednom i spremljeni u polje Y

- svaki put umjesto sortiranja T u combine stepu,  

samo „izvadimo” elemente iz Y u ϴ(n) (jednostavno,

točke u T su one u Y unutar udaljenosti δ od L)



T(n) = O(nlog2n)

…

…

T(n) = ϴ(nlogn)

PRIJE

SADA

ϴ



Algoritam CLOSESTPAIR

• Ulaz: Skup S od n točaka u ravnini

• Izlaz: Minimalna udaljenost dvije točke u S

1. Sortiraj točke iz S u nepadajućem poretku x-koordinata

2. Y ← sortirane točke iz S u nepadajućem poretku               

y-koordinata

3. δ ← cp(1,n)

Napomena

U algoritmu, za točku p, x(p) označava x-koordinatu točke p 

(projekcija na x-os)



1. if high-low+1<=3 then izračunaj δ direktno

2. else

3. mid ← (low+high)/2

4. x0 ← x(S[mid])

5. δl ← cp(low,mid)

6. δr ← cp(mid+1,high)

7. δ ← min{δl,δr}

8. k  ← 0

9. for i ← 1 to n {Izvadi T iz Y}

10. if |x(Y[i])-x0| <= δ then

11. k ← k+1

12. T[k] ← Y[i]

13. end if

14. end for {k je veličina od T}

cp(low,high)



15. δ’=2δ {Postavi δ’ na bilo koji broj veći od δ}

16. for i ← 1 to k-1 {Izračunaj δ’}

17. for j ← i+1 to min{i+7,k}

18. if d(T[i],T[j]) < δ’ then δ’ ← d(T[i],T[j])

19. end for

20. end for

21. δ ← min{δ,δ’}

22. end if

23. return δ

cp(low,high)



Main
int main(void)

{

ifstream f("primjer.txt");

int n;

f >> n;

tocka S[n], Y[n];

for(int i=0; i<n; i++) {    f >> S[i].x;   f >> S[i].y;    }

qsort(S,n,sizeof(tocka),comparex);

for(int i=0; i<n; i++)  {   Y[i].polozaj=S[i].polozaj=i;  Y[i].x=S[i].x; Y[i].y=S[i].y;   }

qsort(Y,n,sizeof(tocka),comparey);

tocka p;

tocka q;

cout << "Najmanja udaljenost = " << closestpair(0,n-1,S,Y,n,&p,&q) << endl;

cout << "To su tocke (" << p.x << "," << p.y << ") i (";

cout << q.x << "," << q.y << ")." << endl;

f.close();

return 0;

}



closestpair
double closestpair(int low, int high, tocka* S, tocka* Y, int n, tocka* p, tocka* q)

{

if((high-low)==1)     … // Tražene točke su S[low] i S[high], vrati tu udaljenost

if((high-low)==2)     … // Imamo tri točke, direktno računaj mi. udaljenost

int mid=(low+high)/2;

double L=S[mid].x;

tocka Yl[mid-low+1], Yr[high-mid];

int lijevi=0, desni=0;

for(int brojac=0; brojac<n; brojac++)

{

if(Y[brojac].polozaj>mid) …// Točku Y[brojac] stavi u Yr[desni], desni++

else …// Stavi tu točku u  Yr[lijevi], lijevi++

}



closestpair
tocka t1,t2;

double deltal=closestpair(low,mid,S,Yl,lijevi,p,q);

double deltar=closestpair(mid+1,high,S,Yr,desni,&t1,&t2);

double delta;

if(deltar<deltal)       … // Točke p i q su zapravo t1 i t2

else delta=deltal;

int k=0;

tocka T[n];

for(int i=0; i<n; i++) //izvadi T iz Y

{ if( aps(Y[i].x-L)<=delta )

{ T[k].x=Y[i].x; T[k].y=Y[i].y; k++;     }

}       //k je velicina od T



closestpair

double delta2=2*delta; //inicijaliziraj delta2 na bilo koji broj veci od delta

for(int i=0;i<k;i++)

for(int j=i+1; j<i+8 && j<k; j++)

if(udaljenost(T[i],T[j])<delta2)  {

t1.x=T[i].x; t1.y=T[i].y;

t2.x=T[j].x; t2.y=T[j].y;

delta2=udaljenost(T[i],T[j]);  }

if(delta2<delta) { p->x=t1.x; p->y=t1.y;

q->x=t2.x; q->y=t2.y;

return delta2; }

return delta;

}



Ostalostruct tocka { double x;

double y;

int polozaj;    };

double aps(double a) { if(a>=0) return a;

return -a;    }

int comparex(const void* a, const void* b) {  

if(((tocka*)a)->x < ((tocka*)b)->x) return -1;

return 1; }

int comparey(const void* a, const void* b) {

if(((tocka*)a)->y < ((tocka*)b)->y) return -1;

return 1; }

double udaljenost(tocka A, tocka B) {

return sqrt((A.x-B.x)*(A.x-B.x)+(A.y-B.y)*(A.y-B.y));  }



Teorem

Za dani skup S od n točaka u ravnini,

vremenska složenost algoritma 

CLOSESTPAIR koji nalazi par točaka iz S

sa najmanjom udaljenošću je ϴ(nlogn).



Primjeri (rezultati)

Primjer 1.

Primjer 2.



Testiranje

20 000 slučajnih brojeva 

u test.txt
(naravno, nisu svi iskorišteni)

Intel Celeron CPU 847 @ 1.10 GHz
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Rezultati - realizacija pseudokoda vs. kod
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Rezultati (koristi T ’(n)=T(n)+sort)
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Pitanja

1. Ideja: Točke koje leže na pravcu L uvijek staviti u S l. 

Sada  svaku točku iz T treba usporediti sa najviše 5 

točaka (umjesto dosadašnjih 7), tj. najviše 6 točaka 

može biti u δx2δ pravokutniku. Točno?

• Ne.

2. Ako osiguramo da se nikoje dvije zadane točke ne 

podudaraju, koliko sada treba biti usporedbi - 7 i dalje?

• Ne, 6.



Pitanja

3. Promijenimo algoritam tako da ne uspoređujemo svaku 

točku iz T sa sedam točaka iz T , nego svaku točku 

lijevo od L usporedimo sa nekim točkama njoj zdesna. 

Kako to postići? Koliko točaka desno od L treba 

usporediti sa svakom točkom slijeva?

4. Algoritam bez presortiranja, uz vremensku složenost 

ϴ(nlogn)? (MERGESORT)



Pitanja

5. Jednodimenzionalna varijanta problema?

preuzeto sa www.slideshare.net/aruneel1/closest-pair-final-53246545

(pristupljeno 22. siječnja 2017.)



Pitanja

6. Moguće primjene?

• Kontrola zračnog/morskog prometa (izbjegavanje mogućih 

kolizija - pratimo dva najbliža vozila)





Pitanja
7. Ostale primjene? 

• Da, spominju se i ostale…

preuzeto sa ocw.tudelft.nl/wp-content/uploads/Algoritmiek_Closest_Pair_of_Points.pdf

(pristupljeno 22. siječnja 2017.)



Pitanja

8. Nužno euklidska udaljenost?

• Naravno da ne.





Voronoi dijagram



Voronoi dijagram

Mrkonjić, R. (2011) Postupci određivanja

kostura modela na osnovi poligonalnog

modela [online]. Zagreb: Fakultet elektronike

i računarstva. Dostupno na: bib.irb.hr/datoteka/

519129.Postupci_odreivanja_kostura_modela_

na_osnovi_poligonalnog_modela_ver_1.pdf

[22. siječnja 2017.]



Pitanja

9. Može li brže?

• Može - i to u O(n).

• (Detalji u Kleinberg-Tardos: Algorithm Design, 

§13.7 Finding the Closest Pair of Points: A Randomized

Approach)
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Još pitanja?



Kraj dijaprojekcije.

Hvala na pažnji!

Zagreb, 24. siječnja 2017.

Prirodoslovno-matematički fakultet

Sveučilište u Zagrebu


