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Što je 
konveksni 

skup?
■ Kažemo da je skup  D ⊆ ℝ𝑛 konveksan 

ako za bilo koje dvije točke 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷
sadrži i segment određen tim točkama, 

tj.

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷 ⇒ 𝜆𝑥1 + 1 − 𝜆 𝑥2 ∈ 𝐷 ∀𝜆
∈ 0,1

■ Za skup S kažemo da je konveksan, ako

je za svake dvije točke x i y iz S i njihova

spojnica sadržana u S.



Što je 
konveksna 

ljuska nekog 
skupa?

■ Neka je 𝑆 ⊆ ℝ𝑛. Konveksna ljuska skupa 

𝑆 je skup svih konveksnih kombinacija 

točaka iz 𝑆. Oznaka 

𝑐𝑜𝑛𝑣 𝑆

= ൝

ൡ

𝜆1𝑥1 + … + 𝜆𝑚𝑥𝑚 ∶ 𝑥1, … , 𝑥𝑚

∈ 𝑆, 𝜆1, … , 𝜆𝑚 ∈ 0,1 ,෍

𝑖=1

𝑚

𝜆𝑖 = 1

■ Konveksna ljuska skupa S je najmanji

konveksan skup koji sadrži skup S. 

S
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Problem

Ulaz: Zadani skup točaka 𝑺.

Određivanje konveksne ljuske

Izlaz: Točke koje određuju 

konveksnu ljusku skupa  𝑆.



Ulaz: Zadani skup točaka 𝑆.

Određivanje konveksne ljuske

Izlaz: Točke koje određuju 

konveksnu ljusku skupa  𝑆. 

Problem



Problem

Ulaz: Zadani skup točaka 𝑆.

Određivanje konveksne ljuske

Izlaz: Točke koje određuju 

konveksnu ljusku skupa  𝑺. 



Primjena
konveksne
ljuske?

■ Određivanje kretnji robota

■ Izračunavanje najkraće

ograde oko područja S



Algoritmi

Graham scan

Jarvis march

Quick hull

Monotone chain

The ultimate planar convex hull algorithm

Chan’s algorithm



Graham scan

• Ronadl Graham 1972.

• Ključni pojmovi: 

• Sortiranje

• Polarni kut

• Lijevi okret 



Graham scan - algoritam

1. Neka je 𝑝0 točka s minimalnom y koordinatom (najdesnija)

2. 𝑇 0 ← 𝑝0
3. Neka su 𝑇 1, . . , 𝑛 − 1 točke iz skupa 𝑆 ∖ 𝑝0 sortirane prema   

rastućem polarnom kutu s obzirom na točku 𝑝0. U slučaju 

izjednačenja, točka bliže točki 𝑝0 ima prednost. 

4. push 𝑆𝑡, 𝑇 𝑛 − 1 ; push 𝑆𝑡, 𝑇 0 ;
5. 𝑘 ← 1
6.    While 𝑘 < 𝑛 − 1
7. Neka je 𝑆𝑡 = 𝑇 𝑛 − 1 ,… , 𝑇 𝑖 , 𝑇 𝑗 , 𝑇 𝑗 je na vrhu stoga.

8. If 𝑇 𝑖 , 𝑇 𝑗 , 𝑇 𝑘 formiraju lijevi okret then

9. push 𝑆𝑡, 𝑇 𝑘 ;
10. 𝑘 ← 𝑘 + 1
11.     Else pop 𝑆𝑡 ;
12.     End if

13.   End while

Ulaz : Zadani skup 

točaka 𝑆.

Izlaz : Konveksna 

ljuska od S, 

spremljena u stog 

𝑆𝑡.



Graham scan – vremenska 
složenost 

Najbolji slučaj:

Ο(𝑛 log 𝑛)

Opći slučaj:

Ο(𝑛 log 𝑛)

Najgori slučaj:

Ο(𝑛 log 𝑛)

Sortiranje!



Jarvis march

• Omotavanje poklona

• R. A. Jarvis, 1973.

• Ključni pojmovi :

• Polarni kut

• Negativna koordinatna os



Jarvis march - algoritam

1. Neka je 𝑝0 točka s minimalnom y koordinatom (najdesnija), 𝑝𝑚𝑖𝑛 =
𝑝0

2. Do

3. Neka je 𝑝𝑛𝑒𝑥𝑡 točka koja zatvara najmanji polarni kut s 𝑝0 ( u 

slučaju jednakog kuta, zadržavamo dalju točku ). Kad dostignemo 

najvišu točku ( maksimalna y koordinata ), promatramo najmanji kut 

s obzirom na negativnu koordinatnu os. 

4. push 𝑆𝑡, 𝑝𝑛𝑒𝑥𝑡 ;
5. 𝑝0 = 𝑝𝑛𝑒𝑥𝑡
6. While ( 𝑝0 je različito od 𝑝𝑚𝑖𝑛 );

Ulaz : Zadani skup 

točaka 𝑆.

Izlaz : Konveksna 

ljuska od S, 

spremljena u stog 

𝑆𝑡.



Najbolji slučaj:

Ο(𝑛)

Opći slučaj:

Ο(𝑛ℎ)

Najgori slučaj:

Ο(𝑛2)

Jarvis march – vremenska 
složenost

ℎ − 𝑏𝑟𝑜𝑗 𝑡𝑜č𝑎𝑘𝑎
𝑛𝑎 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠𝑛𝑜𝑗 𝑙𝑗𝑢𝑠𝑐𝑖



Tips  & Tricks – implementacija 

Polarni kut Orijentacija točaka



Testiranja

■ Testiranja su provedena s 

količinama od 10 do 100000 

točaka.

■ Testiranja su provedena na ulazima 

ili iz područja kvadrata ili kruga.

■ Uzeta je srednja vrijednost od 1000 

mjerenja.

■ Karakteristike računala:

– Procesor: Intel Core i5-4200M 

2.50GHz ( max Turbo 3.1 GHz )  

Cache 3 MB

– RAM: 4 GB , DDR3 1600MHz

■ Compiler: Microsoft (R) C/C++ 

Optimizing Compiler Version

19.12.25834 for x86



Testiranje na nasumičnim ulazima unutar 
kvadrata i unutar kruga – Graham scan
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Testiranje na nasumičnim ulazima unutar 
kvadrata i unutar kruga – Jarvis march
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Testiranje na nasumičnim ulazima 
unutar kvadrata - usporedba
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Testiranje na nasumičnim ulazima 
unutar kruga - usporedba
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