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Uvod

» Problemi vezani za skupove toaka u visedimenzionalnom
prostoru - N to¢aka u k-dimenzionalnom prostoru

» Takvi problemi se prirodno javljaju u geometriji za k = 2, 3

» Opcenito - statistika, analiza podataka, ...












“Podijeli pa vladaj”

Da bismo rijesili problem za N to¢aka u k-dimenzionalnom
prostoru, najprije rekurzivno rije§imo dva problema za N /2 toaka
u k-dimenzionalnom prostoru, i zatim rekurzivno rije$imo jo$ jedan
problem za N totaka u (k — 1)-dimenzionalnom prostoru.
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Problemi najblizih to¢aka

» Problemi vezani za udaljenost (“blizinu") to€aka u prostoru
» Mjera udaljenosti - standardna euklidska metrika u R¥

» MoZemo promatrati i druge metrike



Sadrzaj

3. Parovi totaka fiksne udaljenosti
3.1 Implementacija
3.2 Ubrzanje



Parovi to¢aka fiksne udaljenosti

dan je skup S od N totaka u R¥

> ispisati sve parove tofaka iz S &ija je udaljenost manja ili
jednaka od d >0

» S ima gomiliéte - sloZenost O(N?)

v

> promatramo rasprsene skupove:
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Definicija 1
Za skup S C R¥ kaZemo da je rasprien ako postoje konstante

C € N id > 0 takve da nijedna kugla radijusa d ne sadrZi vise od
C totaka iz S.



» N tocaka na pravcu, zadani ci d

» dovoljno je za svaku to¢ku provijeriti sljedeéih ¢ to¢aka

» sortiranje - O(NIg N)

Ukupno O(N g N)
> ispitivanje - O(N)
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Podijelimo skup S pravcem L “otprilike na pola” -
particionirali smo S na podskupove A i B

U skupovima A i B pronademo parove bliskih to¢aka
rekurzivnim pozivom algoritma

Jog treba pronadi parove kod kojih je jedna totka u A, a druga
uB

Svi takvi parovi nalaze se unutar pruge $irine 2d oko L



Projiciramo tocke iz pruge na L

> projekcija ¢uva rasprsenost

» udaljenost projiciranih to¢aka je manja ili jednaka originalnoj
udaljenosti

TraZimo parove bliskih (projiciranih) to¢aka na pravcu

> slozenost O(NIg N)

» ako smo sortirali to¢ke na pocetku (npr. leksikografski),
slozenost je O(N)

> treba jo$ provjeriti da su tocke prije projekcije bile bliske, te da
je jedna totka iz A, a druga iz B



Dobivamo rekurziju
T(N) = T([N/2]) + T([N/2]) + O(N)

Cije rjeSenje je
T(N)=O(NlgN).



» Podijelimo skup S ravninom L na podskupove A i B otprilike
jednake veli¢ine

» Rekurzivno nademo parove bliskih to¢aka u Ai B

» Treba nadi parove kod kojih je jedna to¢ka iz A, a druga iz B
- sve tocke &ija je udaljenost od L manja ili jednaka d

projiciramo na L i rjeS8avamo analogni problem u dimenziji
k=2

» Dobivamo rekurziju
T(N) = T(IN/2])+ T(IN/2]) + O(N1g N)

¢ije rjeSenje je
T(N) = O(Nlg?N).



» Analogno postupamo i za dimenzije k > 3

» Matemati¢kom indukcijom dobivamo da je sloZenost algoritma
za prostor dimenzije k jednaka

T(N) = O(NIgk=t N)



Implementacija

ulaz: Niz tocaka S sortiran leksikografski
izlaz: Parovi tocaka cija je udaljenost manja ili jednaka d

nadjiParove (8)
ako u S postoje barem dvije tocke

M = medijan tocaka u S obzirom na antileksikografski uredjaj

za svaku tocku T iz §
ako je (T.y < M.y) ili (T.y = M.y i T.x < M.x)

stavi T u A
inace stavi T u B

nadjiParove (A)
nadjiParove (B)

za svaku tocku T iz S
ako je |T.y - M.yl <= d
stavi T u L

za svaku tocku T iz L
za svaku tocku P od sljedecih c tocaka
ako je dist(T, P) <= d i ako je

((TeA i PEB) ili (TEB i P €A))
ispisi (T, P)
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MoZe li brze?

» Dobrim odabirom pravca (hiperravnine) L moZemo znaajno
smanjiti broj to¢aka koje treba projicirati

» Na taj nadin posljednji korak algoritma moZemo provesti u
vremenu manjem od linearnog




MoZe se pokazati da vrijedi sljedece:

Teorem
Za svaki rasprsen skup toaka S u k-dimenzionalnom prostoru

postoji hiperravnina L sa sljedeéim svojstvima:
(i) moguce je pronaci L u linearnom vremenu
(ii) L dijeli skup S otprilike na pola
(iii) totaka udaljenih od L za < d ima najvise O(N*~1/k).



Koristenjem “dobre” hiperravnine, algoritam zadovoljava rekurziju
Ti(N) = Ti(LN/2]) + Ti([N/2]) + O(N),
¢ijim rjesavanjem dobivamo vremensku sloZenost

Te(N) = O(NIg N).
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Najblizi par to¢aka

v

Dan je skup S od N totaka u R¥

Treba naéi najbliZi par tofaka iz skupa S

v

v

k =1 - sortiranje i sekvencijalno pretraZivanje, sloZenost
O(NlgN)

> k > 2 - visedimenzionalni “podijeli pa vladaj”



Najblizi par to¢aka, kK = 2

» skup S podijelimo pravcem L na podskupove Ai B

> rekurzivno nademo najbliZi par to¢aka u A i B; ozna¢imo
odgovaraju¢e minimalne udaljenosti sa da i dg
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Najblizi par to¢aka, kK = 2

» Ovo inducira rasprienost u A i B - svaka kugla polumjera dx
sadrZi najviSe 7 tocaka iz A i svaka kugla polumjera dg sadrzi
najvise 7 tofaka iz B, pa svaka kugla polumjera
d = min{da, dg} sadrZi najvise 14 totaka iz S




Najblizi par to¢aka, kK = 2

> Jo$ treba provjeriti postoji li par tocaka &ija je udaljenost
manja od d takav da je jedna to¢ka iz A, a druga iz B

> Totke iz pruge Sirine 2d oko L projiciramo na L i provodimo
tredi korak prethodnog algoritma, uz potrebne dodatne
provjere

» SloZenost (bez pocetnog sortiranja) je

T(N) = O(Nlg? N)



Najblizi par to¢aka

U visim dimanzijama postupak je analogan:
» podijelimo S hiperravninom L na skupove Ai B

> rekurzivno nademo najblizi par to¢aka u A i B; minimalne
udaljenosti su da i dg redom
> sve totke udaljene od L za manje od d = min{da, dg}

projiciramo da L i traZimo parove to¢aka udaljenosti d -
O(NlgN)



Najblizi par to¢aka

Dobivamo rekurziju
Tk(N) = Ti(IN/2]) + T([N/2]) + O(N g N),

Cije rjesenje je
T«(N) = O(N1g? N).

> Algoritam moZemo dodatno ubrzati odabirom “dobre”
hiperravnine L - slozenost O(N Ig N)
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