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SadrzZaj predavanja
G

@ Cijeli brojevi — prikaz i aritmetika (nastavak):
@ Dijeljenje cijelih brojeva s predznakom — cjelobrojni
kvocijent 1 ostatak.
@ Tipicne pogreske u koriStenju cijelih brojeva.

@ Prikaz realnih brojeva — “floating—point” standard:

@ Osnovni oblik “floating—point” prikaza — mantisa i
eksponent.

@ (Greske zaokruzivanja u prikazu.
@ Pojam “jedini¢ne gresSke zaokruzivanja”.
@ JEEE standard — tipovi: single, double, extended.
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SadrzZaj predavanja (nastavak)
i aononmm—h

@ Greske zaokruzivanja u aritmetici realnih brojeva:
@ Greske zaokruzivanja osnovnih aritmetickih operacija.
@ Opasno ili “katastrofalno” kracenje.
@ “Sirenje” gresaka zaokruzivanja, stabilni i nestabilni
algoritmi.

@ Primjeri Sirenja gresaka zaokruzivanja i izbjegavanja
nestabilnosti:
@ Parcijalne sume harmonijskog reda.

@ Korijeni kvadratne jednadzbe.
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Informacije — Odrada

Termin odrade predzadnjeg predavanja (17. 12.) je:
@ u petak, 1. 10., od 1517 u (003).
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Informacije
N

Ne zaboravite da treba:
@ otvoritl korisnicki racun u Racunskom centru.

@ Racuni se “preuzimaju” u centru, utorkom i cetvrtkom,
od 12:30 do 15 sati.

Promijenite password!

Nadalje, treba:
@ obaviti prijavu 1 dobiti potvrdu prijave

u aplikaciji za tzv. “domace zadace”, na web—adresi

http://degiorgi.math.hr/progl/ku/
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Informacije — nastavak
.

Bitno: Prilikom prijave za “ku”,
@ svoje podatke trebate upisati korektno,

Sto (izmedu ostalog) znadi i

@ koriStenje hrvatskih znakova u imenu i prezimenu!

Studenti koji su upisali “czsdj” varijantu imena i prezimena
neka se jave e-mailom asistentu V. Segi na adresu

vsego@math.hr
1 napisu

@ svoj JMBAG i ispravno ime i prezime.
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Napomene o sigurnosti — lozinka (password)
T —"_ 5 5

Tom prilikom, zaista nije nuzno da (onako usput)
@ posaljete i svoju lozinku, tj. password!

Upravo suprotno: nemojte to raditi!

Za pocetak, za sve Sto se radi pod nekim korisni¢ckim rac¢unom
1li accountom,

@ odgovoran je vlasnik tog racunal

Ne vrijedi isprika da vam se netko drugi logirao umjesto vas!

A sve sto vam treba za logiranje na racun su dvije stvari:
@ korisnicko ime ili username — koji se vidi kad ga kucate,

@ lozinka iliti password — koji se ne vidi, i to s razlogom.
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Napomene o sigurnosti (nastavak)
L ———

Zapamtite: password vam je

@ jedina zastita od “nezvanih” korisnika.

Zato nemojte koristiti “pocetni” password, veé¢ ga

@ promijenite na nesto “tajno”’, Sto zaista samo vi znate.

I, na kraju rada,

@ uvijek treba uredno zavrsiti rad, tj. “odlogirati” se.

Sto mislite — kako funkcionira “on-line” kupovina!?
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Prikaz cijelih brojeva
s predznakom (nastavak)
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Dijeljenje cijelih brojeva s predznakom

Prosli puta smo uveli operacije div (cjelobrojni kvocijent) i
mod (ostatak) na skupu Z x N.

Definicija. Neka su a € Z i b € N bilo koji brojevi, i neka su
q € 7Z (cjelobrojni kvocijent) i r € Z; (ostatak) jedinstveni
brojevi za koje vrijedi

a=q-b+r.
Operacije div i mod definiramo relacijama

adivb:=qe€Z, amodb:=r & Z. -

Za pocetak, uocite da su obje operacije definirane na skupu
Z. x N, a kodomene su razlicite.
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Dijeljenje cijelih brojeva s predznakom
o —"5

Sad nam treba prosirenje na skup Z x (Z \ {0}),

@ kad cjelobrojno dijelimo dva cijela broja (Sto, naravno,
ima smisla),

da dobijemo cjelobrojno dijeljenje za cijele brojeve s
predznakom Z,. (koji modeliraju skup Z).

Naravno, ideja je ista kao i kod brojeva bez predznaka.
Cjelobrojno dijeljenje ili dijeljenje s ostatkom cijelih brojeva s
predznakom je naprosto

@ restrikcija odgovarajucih operacija div i mod.

Tek u novije vrijeme postoji dogovoreni standard (tzv. C99)

@ za prosSirenje operacija div i mod na Z x (Z \ {0}).
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Dijeljenje cijelih brojeva — sto je problem?
e,
Primjer. Neka je a =51 0= 3. Onda je
@ H5=1-3+2, paje kvocijent ¢ =1 1 ostatak r = 2.
Neka je sad a = —5 1 b = 3. Za kvocijent ¢ 1 ostatak » mora
vrijediti a = ¢ - b+ r. Ostaje izbor/restrikcija ostatka r.
U Euklidovom teoremu je uvijek r > 0, tj. » € Z;. Onda je
@ —H=-2-3+1,pajeg=—-217=1.

To nema “nikakve veze” s prethodnim rezultatima za pripadne
apsolutne vrijednosti!

Medutim, ako dozvolimo negativni ostatak r € —Z;, onda je
@ b=—-1-3—-2,pajeq=—117r=—-2.

@ Apsolutne vrijednosti kvocijenta i ostatka ostaju iste! M
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Dijeljenje cijelih brojeva — izbor ostatka
v ———

Naime, standardno ogranicenje na ostatak 0 < r < b, tj.
r € 4y, prirodno odgovara cijelim brojevima bez predznaka.

Zato, u veéini programskih jezika (ukljucivo i C) vrijedi da

@ stvar radi ocekivano, tj. prema standardnom Euklidovom
teoremu, samo na skupu Ny x N,

Dakle, za nenegativne brojeve s predznakom dobivamo
ocekivane (i korektne) rezultate u cjelobrojnom dijeljenju.

Medutim, kod brojeva s predznakom imamo 1 negativne
brojeve, pa (mozda) ima smisla dozvoliti
@ da 1 ostaci budu negativni, u nekim slucajevima.

Odluka, tj. izbor ostataka — ovisi o primjeni i zeljenim
svojstvima rezultata!
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Dijeljenje cijelih brojeva — izbor ostatka
v ———

Pripadni “Euklidov” teorem smije imati 1 kompliciraniju
formulaciju, ako je to korisno u praksi.

@ Pitanje je samo je li izbor ostataka propisan ili ne!!!
Nazalost, za negativne operande, ponaSanje dijeljenja

@ ne mora biti precizno definirano!

Na primjer, stari C90 standard (knjiga KR2) kaze:

@ ako je barem jedan od dva operanda negativan, rezultat
ovisi o implementaciji.
Dakle, nije predvidiv — isti program moze davati razlicite
rezultate, ovisno o ra¢unalu i izboru C compilera.
Zato — citajte upute ili, naprosto, probajte!

Sre¢om, novi C99 standard precizno propisuje izbor ostataka.
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Dijeljenje cijelih brojeva s predznakom
O OECeem————

Eksperiment:
@ test—program divmod.c (pokazil),
@ Intel C++ compiler, gcc compiler (Code::Blocks).

Rezultati g =a divbir =a mod b za a = £5, b = £3:

Operacije div i mod interpretiramo na Z x (Z \ {0}).
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Veza cjelobrojnog i obi¢nog dijeljenja (standard)
i aononmm—h

Klju¢ za interpretaciju:

@ kvocijent se uvijek “zaokruzuje” prema nuli,

= (2)- 2]

@ ostatak ima isti predznak kao 1 a.
r = sign(a) - (|a] mod |b|).

Za ostatak r ovdje vrijedi:
@ akojea>0,ondajer € Zy, tj. 0 < r < |b,
@ ako je a < 0, onda je r € —Zy, tj. —|b| < r < 0.

Ovo je “Euklidov teorem” za cijele brojeve u C-ul
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Dijeljenje cijelih brojeva (standard)
S

Novi C99 standard propisuje ovakav izbor ostataka, tj.

@ ovakvo ponasanje cjelobrojnog dijeljenja za cijele brojeve
s predznakom.
Zato zaboravite raniju definiciju, iako se “novi” mod ponasa
drugacije nego u matematici.

Prednosti ovakve definicije operacija div i mod na skupu
7. x (Z\ {0}):

@ bez obzira na predznake od a 1 b, dobivamo

@ iste apsolutne vrijednosti kvocijenta ¢ i ostatka r,
tj. samo predznaci od ¢ 1 r ovise o predznacima od a 1 b.

Ovo je 1 najcesca realizacija cjelobrojnog dijeljenja u praksi
(misli se i na ostale programske jezike).
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Cijeli brojevi s predznakom — saZetak
.

Ako imamo n bitova za prikaz brojeva, onda je skup svih
prikazivih cijelih brojeva s predznakom jednak

Zow ={ =271, =271 41, ... =2, —1,
0,1, ...,2" =2 21 -1},

Za prikaz broja B € Zg. vrijedi:

@ nenegativni brojevi B =0,...,2" ! — 1 imaju isti prikaz
kao 1 bez predznaka,

@ negativni brojevi B = —1,...,—2""1 imaju isti prikaz
kao 1 brojevi 2" + B bez predznaka.
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Cijeli brojevi s predznakom — saZetak
e,

Osim toga, prikaz suprotnog broja —B dobivamo tako da
@ komplementiramo prikaz samog broja B i
@ dodamo 1 modulo 2".

Aritmetika cijelih brojeva s predznakom je modularna
aritmetika modulo 2" na sustavu ostataka Z.,.

@ To vrijedi za operacije +, — 1 -.
Operacije cjelobrojnog dijeljenja s ostatkom div i mod daju
iste rezultate kao da dijelimo u Z,

@ ali, za svaki slucaj, treba provjeriti kako se dobiva
pro§irenje ovih operacija s Ng x N na Z x (Z \ {0}),

@ tj. radi li compiler prema C99 standardu.
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Cijeli brojevi u C-u — saZetak
.

U programskom jeziku C:

@ cijelim brojevima s predznakom odgovara tip koji se zove
int.

Ovaj tip postoje u nekoliko raznih veli¢ina, a razlike su u
broju bitova n predvidenih za prikaz.

Na 32-bitnim arhitekturama racunala imamo sljedece tipove:
@ standardni int (n = 32),
@ short (n = 16),
@ long (n = 32), tj. isto kao standardni int,
@ a katkad i druge, poput long long (n = 64).

Zapis konstanti (vrijednost, navodenje tipa) — sljedeci put.
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Cijeli brojevi s predznakom u C-u — primjer 1
e I—————

#include <stdio.h>

int main(void) {
short int i = 32766; /*x n = 16 za short */

1 +=1;
printf ("%d\n", i); /* 32767 */
1 +=1;

printf ("%d\n", i); /* -32768, a ne 32768 */

return O;

+

SHRT_MAX = 32767 u zaglavlju 1limits.h. Ovdje je n = 16.
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Cijeli brojevi — dodjeljivanje
L,

Primjer. Modularna aritmetika kod dodjeljivanja.

#include <stdio.h>

int main(void) {
int broj;

broj = 5; printf (" broj = %d\n", broj);
broj = 2000000000; printf(" broj = %d\n", broj);
broj = 4000000000; printf(" broj = %d\n", broj);
broj = 8000000000; printf(" broj = %d\n", broj);

return O;
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- Cijeli brojevi — dodjeljivanje (nastavak)

U tipu int, broj bitova za prikaz brojeva je n = 32.

Izlaz programa je:

broj = b

broj = 2000000000
broj = -294967296
broj = -589934592
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Cijeli brojevi — citanje

Primjer. Modularna aritmetika kod c¢itanja.

#include <stdio.h>

int main(void) {
int broj;

scanf ("/%d", &broj);
printf (" ucitani broj = %d\n", broj);

return O;

}

Z:a ulaz 4000000000,

izlaz programa je: ucitani broj = -294967296.
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Aritmetika cijelih brojeva:

klasicne greske
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Cijeli brojevi — klasicne greske

I,
Primjer. Rac¢unanje n! u cjelobrojnoj aritmetici.
Za prirodni broj n € N, funkciju faktorijela definiramo na
sljede¢i nacin:

1! =1,

nl=n-(n—-1~ za n>2.

Napisimo C program koji racuna broj 50! u cjelobrojnoj
aritmetici (tip int).
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Cijeli brojevi — klasi¢ne greske (nastavak)
o ———————————

#include <stdio.h>

int main(void) {
int i, f50 = 1; /* n = 32 za int */

for (i = 2; i <= 50; ++1i)
50 *= 1;

printf (" £50 = %d\n", £50); /% £50 = 0 %/

return O;

+

Izlaz programa je: £50 = 0. Zasto?
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Cijeli brojevi — klasicne greske (nastavak)
v ———

Za pocetak, 50! je ogroman broj. To¢na vrijednost je

50! = 30414 09320 17133 78043 61260 81660
64768 84437 76415 68960 51200 00000 00000,
1 ima 65 dekadskih znamenki. Dakle, sigurno nije prikaziv u
cjelobrojnoj aritmetici.

Granice za tip int (n = 32 bita) iz zaglavlja limits.h su
INT_MAX = 2147483647, INT_MIN = (—INT_MAX — 1).

Objasnimo joS zasto je £50 = 0 u naSem programau.
Cjelobrojna aritmetika u kojoj racunamo je modularna
aritmetika — modulo 2.
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Cijeli brojevi — klasi¢ne greske (nastavak)
o ——————

To znaci da nas program kaze da je
50! = 0 mod 2°2,
ili da 2°% dijeli 50! .

Zadatak. Nadite najvecu potenciju broja 2 koja dijeli 50!,
ili, opc¢enito, n!. U trazenoj potenciji 2, eksponent m je

= 50+ 3+ sl ) sl
=5 22 23 94 25
Zan=>50mamom=2>+12+6+3+1 = 47.

Zadatak. Nadite najmanji broj n za koji je n! =0 u
cjelobrojnoj aritmetici s £ bitova za prikaz brojeva.
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Tablica n! za ¢/ = 16 i ¢ = 32 bita

Usporedimo rezultate za n! dobivene u cjelobrojnoj aritmetici
s ¢ = 16 bitova (tip short int) i £ = 32 bita (tip int), s
(ispravnim) rezultatom dobivenim u realnoj aritmetici.

n! | £ =16 (= 32 realna aritmetika

7! 5040 5040 5040
8! | —25216 40320 40320
9l | —30336 362880 362880
10! 24320 3628800 3628800
11! 5376 39916800 39916800
12! | —1024 479001600 479001600
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Tablica n! za ¢ = 16 i { = 32 bita (nastavak)

n! | £ =16 (= 32 realna aritmetika

13! | —13312 | 1932053504 6227020800
14! 10240 | 1278945280 87178291200
15! 22528 | 2004310016 1307674368000
16! | —32768 | 2004189184 20922789888000
17! | —32768 | —288522240 355687428096000
18! 0] —898433024 6402373705728000
19! 0 109641728 | 121645100408832000
20! 0] —2102132736 | 2432902008176640000
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Prikaz “‘realnih” brojeva

u racunalu — IEEE standard
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Uvod u prikaz realnih brojeva
.

Kako pohraniti “jako velike” ili “jako male” brojeve?
Recimo (dekadski pisano):

67800000000.0 0.000002078

Koristimo tzv. znanstvenu notaciju u kojoj
@ prvo piSemo vodecCe znacajne znamenke broja,

@ a zatim pisemo faktor koji ima oblik baza na
odgovarajuci eksponent, tj. potenciju baze.

Uz dogovor da vodec¢i dio bude jednoznamenkast, tj. izmedu 1
i 10 (strogo ispod), to izgleda ovako:

6.78 - 10 2.078 - 1079,
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Prikaz realnih brojeva
e,

U racunalu se binarni zapis realnog broja pohranjuje u
znanstvenom formatu:

broj = predznak - mantisa - 2¢ksponent,

Mantisa se uobic¢ajeno (postoje iznimke!) pohranjuje u tzv.
normaliziranom obliku, tj.

1 < mantisa < (10)s.

I za pohranu mantise 1 za pohranu eksponenta rezervirano je
konacno mnogo binarnih znamenki. Posljedice:

@ prikaziv je samo neki raspon realnih brojeva,

@ niti svi brojevi unutar prikazivog raspona nisu prikazivi
(mantisa predugacka) = zaokruzivanje.
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Prikaz realnih brojeva (nastavak)
o ———

Primjer. Znanstveni prikaz binarnih brojeva:

1010.11 = 1.01011 - 2°
0.0001011011 = 1.01011 - 274

Primijetite da se vodeca jedinica u normaliziranom obliku ne
mora pamtiti (ako je broj # 0).

@ Taj bit se moze upotrijebiti za pamcenje dodatne
znamenke mantise.

Tada se vodeca jedinica zove skriveni bit (engl. hidden bit) —
jer se ne pamti.

Ipak, ovo je samo pojednostavljeni prikaz realnih brojeva.
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Stvarni prikaz realnih brojeva

Najznacajnija promjena obzirom na pojednostavljeni prikaz:

@ cksponent se prikazuje u “zamaskiranoj” ili
“pomaknutoj” formi (engl. “biased form”).

To znaci da se stvarnom eksponentu
@ dodaje konstanta — takva da je “pomaknuti” eksponent
uvijek pozitivan.
Ta konstanta ovisi o broju bitova za eksponent 1 bira se tako
da je prikaziva

@ reciprocna vrijednost najmanjeg pozitivnog
normaliziranog broja.

Takav “pomaknuti” eksponent naziva se karakteristika, a
normaliziranu mantisu neki zovu i signifikand.
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Oznake
I —

Oznake:

@ Crveno — duljina odgovarajué¢eg polja (u bitovima),
bitove brojimo od 0, zdesna nalijevo (kao i obi¢no),

p — predznak: 0 za pozitivan broj, 1 za negativan broj,
k — karakteristika,
m — mantisa (signifikand).

Najznacajniji bit u odgovaraju¢em polju je najljeviji.

PePEEP

Najmanje znacajan bit u odgovaraju¢em polju je
najdesniji.
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Stvarni prikaz tipa single
I,

“Najkra¢i” realni tip je tzv. realni broj jednostruke tocnosti
— u C-u poznat kao float.

On ima sljedeca svojstva:
@ duljina: 4 byte-a (32 bita), podijeljen u tri polja.

1 8 23
0k m

@ u mantisi se ne pamti vodeca jedinica ako je broj
normaliziran,

@ stvarni eksponent broja e, e € {—126,... ,127},
karakteristika k = e + 127, tako da je k € {1,... ,254},

karakteristike £ = 0 1 kK = 255 koriste se za “posebna
stanja’.

o P
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Stvarni prikaz tipa single (nastavak)
o ———————————————

Primjer. Broj (10.25),9 prikazite kao broj u jednostruko]
tocnosti.

4
= (1010.01)5 = 1.01001 - 2°.

1
(1025)10 = (10 + —) — (10 + 2_2)10
10

Prema tome je:

p=0
k=e+127 = (130)10 = (27 + 2")10 = 1000 0010
m = 0100 1000 0000 0000 0000 000
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Prikazi nule: k =0, m =0

Realni broj nula ima dva prikaza:

@ mantisa 1 karakteristika su joj nula,
a predznak moze biti

@ (0 — “pozitivna nula”, 1li

@ 1 — “negativna nula”.

Ta dva prikaza nule su:

-+0 = 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
—0 = 1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000

Smatra se da su vrijednosti ta dva broja jednake (kad se

usporeduju).
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Denormalizirani brojevi: k =0, m # 0
L,

Ako je k = 0, a postoji barem jedan znak mantise koji nije
nula, onda se kao eksponent uzima —126. Mantisa takvog
broja nije normalizirana 1 poc¢inje s 0.m.

Takvi brojevi zovu se denormalizirani brojevi.

Primjer. Kako izgleda prikaz realnog broja
0.000 0000 0000 0000 0000 1011 - 2767
Rjesenje:

p=20
k = 0000 0000
m = 000 0000 0000 0000 0000 1011
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Plus i minus beskonacno: k = 255, m =0
e ——.

Ako je k = 255, a mantisa jednaka 0, onda
@ p =0 — prikaz +o00, skra¢ena oznaka +Inf,

@ p=1— prikaz —oo, skracena oznaka -Inf.
Primjer. Prikaz broja +o00 (—o00) je
p=20 (p=1)

kF=1111 1111
m = 000 0000 0000 0000 0000 0000
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Nije broj: k = 255, m # 0

Ako je k = 255 1 postoji bar jedan bit mantise razli¢it od nule,
onda je to signal da se radi o pogresci (recimo — dijeljenje s
nulom, vadenje drugog korijena iz negativnog broja i sl.)

Tada se takva pogreska kodira znakom za Not a Number ili,
skrac¢eno, s NaNl.

Primjer.
p=70

kF=1111 1111
m = 000 0000 0000 0101 0000 0000

Prog1 2010, 4. predavanje — p.43/89



Greske zaokruzZivanja
e,

Postoje realni brojevi koje ne mozemo egzaktno spremiti u
racunalo, cak 1 kad su unutar prikazivog raspona brojeva.
Takvi brojevi imaju predugacku mantisu.

Primjer. Realni broj (u binarnom zapisu)
a = 1.0001 0000 1000 0011 1001 0111

ima 25 znamenki mantise 1 ne moze se egzaktno spremiti u
realni broj jednostruke preciznosti float u C-u, koji ima
23 + 1 znamenki za mantisu.

Procesor tada pronalazi dva najbliza prikaziva susjeda a_, a.,
broju a, takva da vrijedi

CL_<CL<CL+.
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Greske zaokruZivanja (nastavak)
e

U nasem primjeru je:
a = 1.0001 0000 1000 0011 1001 0111

a_ = 1.0001 0000 1000 0011 1001 O11
a, = 1.0001 0000 1000 0011 1001 100

Nakon toga, zaokruzuje se rezultat. Zaokruzivanje moze biti:

@ prema najblizem broju (standardno, engl. default, za
[A-32 procesore) — ako su dva susjeda jednako udaljena
od a, izabire parni od ta dva broja (zadnji bit je 0),

[

prema dolje, tj. prema —oo,

©

prema gore, tj. prema 0o,

[

prema nuli, tj. odbacivanjem “viska” znamenki.
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Greske zaokruZivanja (nastavak)
L ———

Standardno zaokruzivanje u nasem primjeru:

a = 1.0001 0000 1000 0011 1001 0111

a_ = 1.0001 0000 1000 0011 1001 O11
a, = 1.0001 0000 1000 0011 1001 100

Ovdje su a_ i a, jednako udaljeni od a, pa je zaokruzeni a
jednak a., jer ay ima parni zadnji bit (jednak je 0).
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Jediniéna greska zaokruzZivanja
e

Ako je x € R unutar raspona brojeva prikazivih u ra¢unalu,
onda se, umjesto x, sprema zaokruzeni prikazivi broj ff(x).

¢

Time smo napravili eresku zaokruzivanja < i “zadnjeg bita”
2

mantise, 1 taj broj se zove
@ jedinic¢na greska zaokruzivanja (engl. unit roundoff).

Standardna oznaka je u. Za float je
u=2"*2596-10""%
Vrijedi
fllz) = (1 +e)z, |e] <u,

gdje je € relativna greska napravljena tim zaokruzivanjem.
Dakle, imamo vrlo malu relativnu gresku.
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Prikaz brojeva jednostruke to¢nosti — saZetak

IEEE tip single = float u C-u:

1

23

8
k

m

Vrijednost broja je

1)P % 20-=127) 4« (1.m) ako je 0 < k < 255,

(—1)

(—1)P % 2(=126) 5 (0.m)
(=1)? %0
(=1)

1)P % Inf

ako je k=01m #£ 0,
akoje k=01im =0,
ako je Kk =2551m =0,
ako je k= 2551 m # 0.
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Raspon tipa float
L,

Najveci prikazivi pozitivni broj je
FLT_MAX ~ 3.402823466 - 10%®, s prikazom

p=20

k= 1111 1110

m =111 1111 1111 1111 1111 1111
Najmanji prikazivi normalizirani pozitivni broj je
FLT_MIN ~ 1.175494351 - 107°®, s prikazom

p=20

k£ = 0000 0001

m = 000 0000 0000 0000 0000 0000
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Raspon tipa float
S

Simbolicke konstante FLT_MAX, FLT_MIN i jos poneke vezane uz
tip float, definirane su u datoteci zaglavlja float.h i mogu
se koristiti u C programima.

Uocite:
@ 1/FLT MIN je egzaktno prikaziv (nadite prikaz),

@ 1/FLT_MAX nije egzaktno prikaziv i zalazi u
denormalizirane brojeve (tzv. “gradual underflow”).

Najmanji prikazivi denormalizirani pozitivni broj je
27126 . 9723 — 97149 ~ 14013 - 10~*, s prikazom

p=20
k = 0000 0000
m = 000 0000 0000 0000 0000 0001
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Stvarni prikaz tipa double
.

“Srednji” realni tip je tzv. realni broj dvostruke tocnosti — u
C-u poznat kao double.

On ima sljedeca svojstva:
@ Duljina: 8 byte-a (64 bita), podijeljen u tri polja.

1 11 52
v k m

@ u mantisi se ne pamti vodeca jedinica ako je broj
normaliziran,

@ stvarni eksponent broja e, e € {—1022,... ,1023},
karakteristika k = e + 1023, tako da je k € {1,... ,2046},
karakteristike £k = 01 k = 2047 — “posebna stanja’.

o P
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Prikaz brojeva dvostruke to¢nosti — saZetak
.

IEEE tip double = double u C-u:
1 11 52
k

Vrijednost broja je

( (—1)P % 2k=1023) & (1.m) ako je 0 < k < 2047,
(—1)P % 2(-1022) 5 (0.m) akoje k =01im # 0,
v=<¢(=1)Px0 akoje k=01im =0,
(—1)P % Inf ako je k = 20471 m =0,
 NaN ako je k = 2047 i m # 0.
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Jedini¢na greska i raspon tipa double

Jedini¢na greska zaokruzivanja za double je

w=2"~1.11-10"16.

Broj 1+ 2u je najmanji prikazivi broj strogo veci od 1. Postoji

DBL_EPSILON = 2u ~ 2.2204460492503131 - 1
Najveci prikazivi pozitivni broj je
DBL_MAX ~ 1.7976931348623158 - 10°%8.

Najmanji prikazivi normalizirani pozitivni broj je

DBL_MIN =~ 2.2250738585072014 - 10738,

016,
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Tip extended
i

Stvarno racunanje (na IA-32) se obi¢no radi u “prosirenoj”
tocnosti — u C-u mozda dohvatljiv kao long double.

On ima sljedec¢a svojstva:
@ Duljina: 10 byte-a (80 bita), podijeljen u cetiri polja.

1 15 1 63
D k i m S

©

u mantisi se pamti vodeci bit ¢ mantise,
stvarni eksponent broja e, e € {—16382,... 16383},

karakteristika k = e + 16383, tako da je
ked{l,..., 32766},

@ karakteristike £k =01 k = 32767 — “posebna stanja’.

o P

Prog1 2010, 4. predavanje — p.54/89



Prikaz brojeva prosirene toc¢nosti — saZetak
e

IEEE tip extended:

1 15 1 63
k 7 m §

Vrijednost broja je

(—1)P % 2(k=16383) 5 (i.m) ako je 0 < k < 32767,
v =4 (—1)? % Inf ako je k= 32767 1im = 0,
NaN ako je k = 327671 m # 0.

Uocite da prva mogucénost ukljucuje:
@ 140, —0 i denormalizirane brojeve (za k = 0),

jer se pamti vodec¢i “cjelobrojni” bit ¢ mantise.
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Realna aritmetika racunala
(IEEE standard)
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Realna aritmetika racunala — standard
I ———

Realna aritmetika racunala nije egzaktnal

Razlog:
@ Rezultat svake operacije mora biti prikaziv,

@ pa dolazi do zaokruzivanja.

Standard IEEE-754 za realnu artimetiku ra¢unala propisuje da
za, sve cetirl osnovne aritmeticke operacije vrijedi

@ ista ocjena greSke zaokruzivanja kao i1 za prikaz brojeva,

@ tj. da izraCunati rezultat ima malu relativnu gresku.

Isto vrijedi i za neke matematicke funkcije, poput v/ , ali ne
vrijedi za sve funkcije (na pr. za cos i sin u okolini nule).
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Realna aritmetika racunala — zaokruzivanje
.

Neka je o bilo koja od aritmetickih operacija +, —, *, /, i neka
su z i y prikazivi operandi (drugih, ionako, nema u ra¢unalu).

@ Ako su x iy u dozvoljenom, tj. normaliziranom rasponu,

@ 1 ako se egzaktni rezultat x oy, takoder, nalazi u
normaliziranom rasponu (ne mora biti prikaziv),

za racunalom izracunati (prikazivi) rezultat f¢(x o y) onda
vrijedi

fllxoy)=(1+¢e)(zoy), [ <wu,
gdje je u jedini¢na greska zaokruzivanja za dani tip brojeva.
Ova ocjena odgovara zaokruzivanju egzaktnog rezultata!

Prava relativna greska € ovisi o x, y, operaciji o, 1 stvarnoj
realizaciji aritmetike racunala.
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Posljedice zaokruZivanja u realnoj aritmetici
L,

Napomena. Bez pretpostavki o normaliziranom rasponu,
prethodni rezultat ne vrijedi — greska moze biti puno vecal

Zbog zaokruzivanja, u realnoj aritmetici racunala, nazalost,

@ ne vrijede uobicajeni zakoni za aritmeticke opracije na R.

Na primjer, za aritmeticke operacije u racunalu
@ nema asocijativnosti zbrajanja i mnozenja,
@ nema distributivnosti mnozenja prema zbrajanju.

Dakle, poredak izvrsavanja operacija je bitan!

Zapravo, jedino standardno pravilo koje vrijedi je

@ komutativnost za zbrajanje 1 za mnozenje.
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja
L,

Primjer. Asocijativnost zbrajanja u rac¢unalu ne vrijedi.

Znamo (odn. uskoro ¢ete znati) da je tzv. harmonijski red

b oottty
2 '3 i

divergentan, tj. suma mu je “beskonacna’.

No, nitko nas ne sprijecava da racunamo konacne pocetne
komade ovog reda, tj. njegove parcijalne sume

Suim I b e g
ne 2 3 n—1 n

A kojim redom zbrajamo? (Zbrajanje je binarna operacijal)
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
o ——————

U realnim brojevima je potpuno svejedno kojim poretkom
zbrajanja racunamo ovu sumu, jer vrijedi asocijativnost.

a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+ec

Uostalom, sam zapis izraza bez zagrada

S—1+1+1+ + ! +1
" 2 3 n—1 n

ve¢ “podrazumijeva’ asocijativnost. U suprotnom, morali
bismo zagradama naglasiti poredak operacija.

Ovdje imamo tocno n — 1 binarnih operacija zbrajanja, i
mozemo ih napraviti kojim redom hoc¢emo.
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
TGS,

Drugim rijecima, u prethodni izraz za S,

@ mozemo rasporediti zagrade na bilo koji nacin, samo da
svi plusevi budu “binarni”, tj. zbrajaju dva objekta, a
objekt je broj ili (podizraz u zagradama).

Na pr., zbrajanju “unaprijed” odgovara raspored zagrada

St 1= R ) RIS B I
ml 2 3 n—1 n’

a zbrajanju ‘“unatrag” odgovara raspored zagrada
Sno =1+ ! + ! + -+ 1 + 1
mE 2 3 n—1 n '
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
e,

Koliko takvih rasporeda zagrada ima — bit ¢e napravljeno u
Diskretnoj matematici (tzv. Catalanovi brojevi). Bitno nam je
samo da svi t1 rasporedi, matematicki, daju isti rezultat.

Komutativnost nam uopée ne treba. Ako i nju iskoristimo,
dobivamo joS puno vise nacina za racunanje ove sume, i svi,
naravno, opet daju isti rezultat.

Izracunajmo aritmetikom racunala navedene dvije sume
@ 5,1 — unaprijed, i
@ 5,92 — unatrag,

za . = 1000000, u tri standardne IEEE toc¢nosti: single,
double 1 extended. Preciznije, koristimo ova tri tipa za prikaz
brojeva, uz pripadne aritmetike za racunanje.
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)

Uz skracene oznake S; 1 S za varijable u kojima zbrajamo
pripadne sume, odgovarajuéi algoritmi za zbrajanje su
@ unaprijed:

Sl =1

)

1
512:;914——,, ’L:Z,
[/

’7n7

@ unatrag:

SQZ

)

1
n
1
SQZ —
()

,—|—SQ, i:n—l,...,l.

Dakle, zaista ne koristimo komutativnost zbrajanja.
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
e,

Dobiveni rezultati za sume Sy, S 1 pripadne relativne greske
Su:

tip 1 suma vrijednost rel. gresSka
single 57 | 14.3573579788208008 2.45740E—-0003
single Sy | 14.3926515579223633 5.22243E—-0006
double 57 | 14.3927267228647810 6.54899E—-0014
double Sy | 14.3927267228657545 | —2.14449E—-0015

extended 57 | 14.3927267228657234 1.91639E—-0017

extended Sy | 14.3927267228657236 | —1.08475E—0018

Slovo E u brojevima zadnjeg stupca znac¢i “puta 10 na”, pa je,
na primjer, —1.08475E—0018 = —1.08475 x 10718,
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Primjer neasocijativnosti zbrajanja (nastavak)
.

[zracunate vrijednosti Sy i Ss su razlic¢ite (u sve tri tocnosti).
Dakle, zbrajanje brojeva u aritmetici racunala, ocito, nije
asocljativno.

Primijetite da, u sve tri tocnosti, zbrajanje unatrag S, daje
nesto tocniji rezultat. To nije slucajno.

Svi brojevi koje zbrajamo su istog predznaka pa zbroj stalno
raste, bez obzira na poredak zbrajanja.

@ Kad zbrajamo unatrag — od manjih brojeva prema
vecim, zbroj se pomalo “nakuplja’”.

@ Obratno, kad zbrajamo unaprijed — od velikih brojeva
prema manjim, zbroj puno brze naraste. Pred kraj, mali
dodani clan jedva utjece na rezultat (tj. dobar dio
znamenki pribrojnika nema utjecaj na sumu).
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Primjer katastrofalnog kracenja
o —————————————

Zakruzivanjem ulaznih podataka dolazi do male relativne
greske. Kako ona moze utjecati na konacan rezultat?

Primjer. Uzmimo realnu aritmetiku “racunala” u bazi 10. Za
mantisu (znacajni dio broja) imamo p = 4 dekadske znamenke,
a za eksponent 2 znamenke (Sto nije bitno). Neka je

r = 8.8866 = 8.8866 x 10",
y = 8.8844 = 8.8844 x 10".

Umjesto brojeva x 1 y, koji nisu prikazivi, u “memoriju”
spremamo brojeve fl(x) i fl(y), pravilno zaokruzene na p = 4
znamenke

fl(x) = 8.887 x 10",
fl(y) = 8.884 x 10°.
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Primjer katastrofalnog kracenja (nastavak)
TGS,

Ovim zaokruzivanjima napravili smo malu relativnu gresku u
1y (ovdjejeu=35b"=5x1077).

Razliku fl(x) — fl(y) racunamo tako da izjednac¢imo
eksponente (§to veé jesu), oduzmemo znacajne dijelove
(mantise), pa normaliziramo

fl(x) — fl(y) = 8.887 x 10" — 8.884 x 10"
= 0.003 x 10° = 3.77? x 107°.

Kod normalizacije, zbog pomaka “ulijevo”, pojavljuju se

@ 7 = znamenke koje vise ne mozemo restaurirati
(ta informacija se izgubila).

Sto sad?
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Primjer katastrofalnog kracenja (nastavak)
e,

Racunalo radi isto sto bismo 1 mi napravili:
@ na ta mjesta 7 upisuje 0.

Razlog: da rezultat bude tocan, ako su polazni brojevi tocni.
Dakle, ovo oduzimanje je egzaktno 1 u aritmetici racunala.

Konac¢ni izracunati rezultat je f¢(z) — f¢(y) = 3.000 x 107,

Pravi rezultat je

r —y = 8.8866 x 10° — 8.8844 x 10°
= (0.0022 x 10" = 2.2 x 1072,

Veé prva znacajna znamenka u fl(x) — fl(y) je pogresna, a
relativna greska je ogromna! Uocite da je ta znamenka (3),
ujedno, i jedina koja nam je ostala — sve ostalo se skratilo!
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Primjer katastrofalnog kracenja (nastavak)
TGS,

Prava katastrofa se dogada ako 3.777 x 1073 ude u naredna
zbrajanja (oduzimanja), a onda se skrati i ta trojka!

Uocite da je oduzimanje fl(x) — fl(y) bilo egzaktno i u
aritmetici nasSeg “racunala’”, ali rezultat je, svejedno, pogresan.
Krivac, ocito, nije oduzimanje (kad je egzaktno).

@ Ugzrok su polazne greske u operandima.

Ako njih nema, tj. ako su polazni operandi egzaktni,
@ 1 dalje, naravno, dolazi do kracenja,

@ ali je rezultat (uglavnom, a po IEEE standardu sigurno)
egzaktan,

pa se ovo krac¢enje onda zove benigno kracenje.
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Kvadratna jednadzba
L,

Uzmimo da treba rijesiti (realnu) kvadratnu jednadzbu
ar® +br +c =0,

gdje su a, b i c zadani, i vrijedi a # 0.

Matematicki gledano, problem je lagan: imamo 2 rjeSenja

—b+Vb? — 4dac
2a '

1.2 —

Numericki gledano, problem je mnogo izazovniji:
@ ni uspjesno racunanje po ovoj formuli,
@ ni tocnost izracunatih korijena,

ne mozemo uzeti “zdravo za gotovo’.
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Kvadratna jednadzba — problem
O e——.

Primjer. Rjesavamo kvadratnu jednadzbu z* — 56z + 1 = 0.

U dekadskoj aritmetici s p = 5 znacajnih znamenki dobijemo

~ 06 —v3132 56 — 55.964

= 0.01
T1 > > 0.018000,
56 + /3132 56 4 55.964
To = i > _ 07 > = 90.982.

Tocna rjesenja su
x1 = 0.0178628... 1 x5 =155.982137....

Apsolutno manji od ova dva korijena — x7, ima samo dvije
tocne znamenke (kracenje). Drugi je “savrseno” tocan.
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Kvadratna jednadzba — popravak

Prvo izracunamo veéeg po apsolutnoj vrijednosti, po formuli

~ —(b+sign(b)vb?* — 4ac)

Lo —
2a ’

a manjeg po apsolutnoj vrijednosti, izracunamo iz

L1 -TL9 — —
a
(Vieta), tj. formula za x; je
c
rKG — —.
o a

Opasnog kracenja za xr; vise nemal
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Kvadratna jednadZba (nastavak)
T —_

Ovo je bila samo jedna, od (barem) tri “opasne” tocke za
racunanje. Preostale dvije su:

@ “kvadriranje” pod korijenom — mogucé¢nost za overflow.
Rjesenje — “skaliranjem”.

@ oduzimanje u diskriminanti (kracenje) — nema
jednostavnog rjesenja.

@ To je odraz nestabilnosti problema, jer tad imamo
dva bliska korijena koji su osjetljivi na male
perturbacije koeficijenata jednadzbe.

@ Na primjer, pomak ¢ = pomak grafa “gore—dolje”.

Vise o greskama zaokruzivanja — u Numerickoj matematici.

@ Mozete pogledati i dodatak ovom predavanju (na webu).
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Prikaz cijelih brojeva
u racunalu
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Sadrzaj

@ C(ijeli brojevi — prikaz u racunalu:
@ Prikaz brojeva bez predznaka.

@ Prikaz brojeva s predznakom, komplementiraj i
dodaj 1.
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Zapis prirodnog broja u bazi 2
L arhh——

Neka je B € N neki prirodan broj.

Tzv. pozicioni zapis broja B u bazi b = 2 ima sljedeci oblik:
B=by- 2"+ 4b-2+by, b <{0,1},

gdje su b; binarne znamenke 1li bitovi broja B.

Da bismo dobili jednoznacnost prikaza, koristimo da je B > 01

@ ne dozvoljavamo da vodece znamenke budu nule,

tj. zahtijevamo da vodeca znamenka b, mora biti pozitivna

b, > 0.
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Normalizirani zapis prirodnog broja u bazi 2
OO,

Prikaz oblika
B=0by-2"4+--4+b-24+0by, b €{0,1}, by >0,

zovemo normalizirani pozicioni prikaz broja B u bazi b = 2.
Skraceni zapis ovog prikaza je

B = (byby_1 ... bibo)a.

Broj k € Ny jednoznacno je odreden zahtjevom b, > 0 1 vrijedi

k = |log, B].

Broj binarnih znamenki (“duljina”) broja B je

k+1=|log, B| + 1.
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Racunanje znamenki broja u bazi 2
.

Binarne znamenke b; zadanog broja B
szk'2k+---+b1'2+bo= (brbr—1 - .. b1bo)a;,

dobivamo dijeljenjem s bazom 2.

@ Preciznije, koristimo cjelobrojni kvocijent 1 ostatak.

Kako to ide? Direktno iz Euklidovog teorema, zapisom
B=(b,-2"1 4 - +b))-2+by = oznaka = B; - 2 + by.

Zadnju znamenku by dobivamo kao ostatak pri dijeljenju broja
B s bazom 2

bo — B mod 2.
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Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)
o ——————

Cjelobrojni kvocijent broja B s bazom 2 je “novi” broj
Bi=Bdiv2=10, 2"+ ... +b.
Njegov zapis u bazi 2 je
By = (bibe_1- .- b)a,
tj. dobiva se “brisanjem” znamenke by iz zapisa broja B.

Zmnamenku by smo upravo nasli, pa je dovoljno nac¢i binarni
zapis broja Bj, a taj broj ima jednu znamenku manje.

Naravno, njegovu zadnju znamenku b; nalazimo

@ ponavljanjem opisanog postupka, ali na broju B;.
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Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)
o —————

Citav postupak mozemo zapisati na sljedeéi nacin.
Neka je, na pocetku, By := B.

U op¢em — i—tom koraku, kre¢emo s brojem B; i racunamo:

@ ostatak — izdvoji (trenutnu) zadnju znamenku u B;

bi = Bz mod 2,

@ cjelobrojni kvocijent — “obrigi” (trenutnu) zadnju
znamenku u B;
Bi—l—l — Bz div 2,

tako da uvijek vrijedi

Bi:Bi+1-2+bi, Z:O,l,
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Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)
o —————

Pitanje je samo — kad treba stati (jer k ne znamo unaprijed)?

Odgovor: kad “obriSemo” sve znamenke iz broja B, ostaje
nam nula.

Uocite da je
Bi=by, - 2"+ by = (bpbp_1 ... b;)a.
Za it = k imamo B = b, > 0. Nakon dijeljenja dobivamo
By = Byt1 -2+ by, Bpy1=0.
Dakle, postupak staje kad prvi put dobijemo kvocijent nula,

Bk—l—l = Bk le 2 = 0.
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Prikaz broja 1717 u bazi 2

Primjer. Prikaz broja 1717 u bazi 2 dobivamo ovako:

? B; Biy1 = B;div2 | b, = B; mod 2
01717 =858 -2+ 1|1717div2=858|1717Tmod 2 =1
1| 858 =429-24+0| 88div2=429| 88 mod 2 =0
21 429=214-2+1| 429div2=214| 429 mod 2 =1
31 214=107-2+0| 214div2=107| 214mod2 =0
41 107= 53-241| 107div2= 53| 107mod2=1
5 3= 26-2+1 b3 div 2= 26 S53mod 2 =1
6 20= 13-2+0 26 div 2 = 13 26 mod 2 =0
7 13= 6-2+1 13div2= 6 13mod2 =1
8 6= 3-2+0 6div2= 3 6 mod 2 =20
9 = 1-2+4+1 3div2= 1 3mod2=1
10 1= 0-2+1 1div2= 0 l mod2=1

Prog1 2010, 4. predavanje — p.83/89



Prikaz broja 1717 u bazi 2 (nastavak)

Dobili smo da je By; =0, pa je k = 10.
Rjesenje. Prikaz broja 1717 u bazi 2 je
(1717)10 = (11010110101)4

1 1ma 11 binarnih znamenkai.
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Prikaz broja 1717 kao int
.

Primjer. Prikaz broja 1717 kao int i unsigned int.

Rjesenje. Prikazu broja 1717 u bazi 2 samo treba dodati
potreban broj vodecih nula, do broja bitova predvidenog za
prikaz u odgovarajucem tipu.

@ Za tipove int 1 unsigned int, broj bitova je n = 32.

Prikaz broja 1717 u tim tipovima je

0000 0000 0000 0000 0000 0110 1011 0101
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Prikaz broja —1717 kao int

Primjer. Prikaz broja —1717 kao int.

Kre¢emo od prikaza broja 1717 kao int:

0000 0000 0000 0000 0000 0110 1011 0101

Komplementiramo (bit—po-bit) i dodamo 1 (modulo 2%):

1111 1111 1111 1111 1111 1001 0100 1010
+ 1

Rezultat je prikaz broja —1717 kao int:

1111 1111 1111 1111 1111 1001 0100 1011
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Binarni zapis broja 0.1

Primjer. Binarni zapis broja 0.1 je beskonacan

(0.1)10 = (0.0 0011 0011 0011 ... ),
(1.1001 1001 1001 ...)y - 27"
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Prikaz broja 0.1 kao float
D

Primjer. Prikaz broja 0.1 kao float.

(0.1)10 = (1.1001 1001 ... 1001 1001...)5-27"

Zaokruzivanje iza 23 bita razlomljenog dijela daje
p=20
k=e+127 = —4+ 127 = (123);0 = 0111 1011
m = 1001 1001 1001 1001 1001 101

Prikaz broja 0.100 [float] u racunalu:
0 01111011 10011001100110011001101
1. rijec: 0011 1101 1100 1100 1100 1100 1100 1101
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Prikaz broja 0.1 kao double
——

Primjer. Prikaz broja 0.1 kao double.

(0.1)10 = (1.1001 1001 ... 1001 1001...)5-27"

Zaokruzivanje iza 52 bita razlomljenog dijela daje
p=0
k=e+1023 = —4 41023 = (1019) = 011 1111 1011

m = 1001 1001 1001 1001 1001 1001 1001
1001 1001 1001 1001 1001 1010

Prikaz broja 0.100 u racunalu:
1. rijec: 1001 1001 1001 1001 1001 1001 1001 1010
2. rijec: 0011 1111 1011 1001 1001 1001 1001 1001
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