Programiranje 1
4. predavanje — 1. dodatak

Sasa Singer

singer@math.hr

web.math.pmf.unizg.hr/“singer

PMF — Matematicki odsjek, Zagreb

Progl 2015, 4. predavanje — 1. dodatak — p.1/115



SadrzZaj predavanja — dodatka
S

@ C(ijeli brojevi — binarni prikaz i prikaz u rac¢unalu:
@ Prikaz cijelih brojeva u bazi 2.
@ Algoritam za nalazenje znamenki u prikazu.
@ Prikaz brojeva bez predznaka u racunalu.

@ Prikaz brojeva s predznakom u racunalu,
komplementiraj i dodaj 1.

@ Realni brojevi — binarni prikaz:

@ Prikaz realnih brojeva u bazi 2 — cjelobrojni i
razlomljeni dio.

@ Algoritam za nalazenje znamenki razlomljenog dijela.
@ Normalizirani prikaz realnih brojeva u bazi 2.
@ Algoritam za nalazenje normaliziranog prikaza.
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SadrZaj predavanja — dodatka (nastavak)
o —————

@ Realni brojevi — prikaz u racunalu:
@ Izgled prikaza i1 prikazivi brojevi.
@ Zaokruzivanje realnih brojeva u rac¢unalu za prikaz.
@ Prikaz u tipovima float i double — primjeri.

@ Prikaz realnih brojeva — zaokruzivanje i greske (jos nije
sredeno!):

@ Nalazenje najblizih prikazivih brojeva.
@ Greske zaokruzivanja u prikazu.
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Binarni prikaz cijelih brojeva,

algoritmi 1 primjeri
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Sadrzaj
O OOCeem—_———————
@ C(ijeli brojevi — binarni prikaz i prikaz u rac¢unalu:
@ Prikaz cijelih brojeva u bazi 2.
@ Algoritam za nalazenje znamenki u prikazu.
@ Prikaz brojeva bez predznaka u racunalu.

@ Prikaz brojeva s predznakom u racunalu,
komplementiraj i dodaj 1.
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Zapis prirodnog broja u bazi 2
L arhh——

Neka je B € N neki prirodan broj.

Tzv. pozicioni zapis broja B u bazi b = 2 ima sljedeci oblik:
B=by- 2"+ 4b-2+by, b <{0,1},

gdje su b; binarne znamenke 1li bitovi broja B.

Da bismo dobili jednoznacnost prikaza, koristimo da je B > 01

@ ne dozvoljavamo da vodece znamenke budu nule,

tj. zahtijevamo da vodeca znamenka b, mora biti pozitivna

b, > 0.
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Normalizirani zapis prirodnog broja u bazi 2
OO,

Prikaz oblika
B=0by-2"4+--4+b-24+0by, b €{0,1}, by >0,

zovemo normalizirani pozicioni prikaz broja B u bazi b = 2.
Skraceni zapis ovog prikaza je

B = (byby_1 ... bibo)a.

Broj k € Ny jednoznacno je odreden zahtjevom b, > 0 1 vrijedi

k = |log, B].

Broj binarnih znamenki (“duljina”) broja B je

k+1=|log, B| + 1.
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Racunanje znamenki broja u bazi 2
O e——.

Binarne znamenke b; zadanog broja B
szk'2k+---+b1'2+bo= (brbr—1 - .. b1bo)2,

dobivamo dijeljenjem s bazom 2.

@ Preciznije, koristimo cjelobrojni kvocijent 1 ostatak.
Kako to ide? Direktno iz Euklidovog teorema, zapisom
B=(b, 2" 4 - +b)) -2+ by = oznaka = B; - 2 + by.

Zadnju znamenku by dobivamo kao ostatak pri dijeljenju broja

B s bazom 2
bo = B mod 2,

pa je by € {0, 1}, tj. by je korektna binarna znamenka.
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Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)
o ——————

Cjelobrojni kvocijent broja B s bazom 2 je “novi” broj
Bi=Bdiv2=10, 2"+ ... +b.
Njegov zapis u bazi 2 je
By = (bibe_1- .- b)a,
tj. dobiva se “brisanjem” znamenke by iz zapisa broja B.

Zmnamenku by smo upravo nasli, pa je dovoljno nac¢i binarni
zapis broja Bj, a taj broj ima jednu znamenku manje.

Naravno, njegovu zadnju znamenku b; nalazimo

@ ponavljanjem opisanog postupka, ali na broju B;.
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Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)
o —————

Citav postupak mozemo zapisati na sljedeéi nacin.
Neka je, na pocetku, By := B.

U op¢em — i—tom koraku, kre¢emo s brojem B; i racunamo:

@ ostatak — izdvoji (trenutnu) zadnju znamenku u B;

bi = Bz mod 2,

@ cjelobrojni kvocijent — “obrigi” (trenutnu) zadnju
znamenku u B;
Bi—l—l — Bz div 2,

tako da uvijek vrijedi

Bi:Bi+1-2+bi, Z:O,l,
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Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)
o —————

Pitanje je samo — kad treba stati (jer k ne znamo unaprijed)?

Odgovor: kad “obriSemo” sve znamenke iz broja B, ostaje
nam nula.

Uocite da je
Bi=by, - 2"+ by = (bpbp_1 ... b;)a.
Za it = k imamo B = b, > 0. Nakon dijeljenja dobivamo
By = Byt1 -2+ by, Bpy1=0.
Dakle, postupak staje kad prvi put dobijemo kvocijent nula,

Bk—l—l = Bk le 2 = 0.
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Znamenke broja u bazi 2 — algoritam
O OECeem————

Ovaj postupak mozemo zapisati u obliku algoritma.

Algoritam 1. Binarne znamenke prirodnog broja.
Ulaz: Prirodni broj B.
Izlaz: Broj k > 0 1 znamenke b, ... ,by broja B u bazi 2.

1 «— 0; By «+— B;

sve dok je B; > 0 radi {
b; — B; mod 2;
Bii1 «— B; div 2;
1 <— 1+ 1;

h

k+—1—1;
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Korektnost algoritma za racunanje znamenki
————,,

Zadatak. Neka je £ € N. Dokazite da nakon ¢ koraka opisanog
postupka vrijedi (korake brojimo od jedan)

B=2DB; 2"+ (by_1 -2 4+ 4 b1 - 24 by).
Drugim rijecima, vrijedi
B div 2° = By,
Bmod 2  =by ;-2 4 -+ by - 2+ by.
Dodatno, mozemo uzeti ove tvrdnje vrijede i za £ = 0,
@ tj. na pocetku cijelog postupka — prije prvog koraka.

Algoritam staje kad prvi puta dobije By, = 0. Dokazite da
tada vrijedi B mod 2¥*! = Bib, = 1.
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Zapis cijelog broja u bazi 2

Neka je B € Z neki cijeli broj (smije biti i negativan).

Dogovor za prikaz broja B = 0.

@ U svakodnevnom zivotu piSemo jednu znamenku:
0=(0), tj. k=01by = 0.

@ Normaliziranom prikazu bi “prije” odgovaralo da nula
nema znamenki: 0 = ( )y, uz, na pr. k = —1.

Na primjer, tako radi Algoritam 1 za ulaz B = 0.

Izbor ovisi o potrebi u “okolnom” algoritmu.

Za negativne brojeve B < 0, prikaz dobivamo tako da
@ nademo prikaz pozitivnog broja |B| € N i

@ dodamo predznak — (minus).
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Prikaz broja 1717 u bazi 2

Primjer. Prikaz broja 1717 u bazi 2 dobivamo ovako:

1 B; bi = B, mod 2 | B;11 = B, div 2
01717 =858 -2+ 1|1717mod2=11|1717 div 2 = 858
1| 88 =429-24+0| 88 mod2=0| 858 div 2 =429
21 429=214-2+4+1| 429 mod2=1]| 429div 2 =214
31 214=107-24+0| 214mod2=0| 214 div 2 =107
41 107= 53-241| 107Tmod2=1| 107div2= 53
5 53 = 26-2+1 53 mod 2 =1 53 div 2 = 26
6 20= 13-2+4+0 26 mod 2 =0 26 div2 = 13
7 13= 6-2+4+1 13 mod2 =1 13div2= 6
8 6= 3-2+40 6 mod 2 =0 6div2= 3
9 = 1-2+4+1 3mod2 =1 3div2= 1
10 1= 0-241 1l mod2=1 l1div2= 0
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Prikaz broja 1717 u bazi 2 (nastavak)
e

Dobili smo da je By; =0, pa je k = 10.

Vodeca znamenka by je na dnu tablice, tj. znamenke treba
pisati odozdo prema gore, da ih dobijemo u standardnom
poretku bqg, ... , by.

Rjesenje. Prikaz broja 1717 u bazi 2 je
(1717)10 = (11010110101)5

1 1ma 11 binarnih znamenkai.

Primjer. Prikaz broja —1717 u bazi 2 je
(—1717)19 = (—11010110101)5

i (dogovorno, takoder) ima 11 binarnih znamenki. Predznak
minus smijemo napisati i ispred zgrade (svejedno je).
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Prikaz broja 1717 kao int
o ————————————————————

Primjer. Prikaz broja 1717 kao int i unsigned int.
@ Za tipove int i unsigned int, broj bitova za prikaz
brojeva je n = 32.

Rjesenje. Za pocetak, jer je £k +1 =11 <n = 32, broj 1717 je
prikaziv u oba tipa.

Prikazu broja 1717 u bazi 2 samo treba dodati potreban broj
vodecih nula, do broja bitova predvidenog za prikaz u
odgovarajucem tipu.

Dakle, prikaz broja 1717 u tim tipovima je

0000 0000 0000 0000 0000 0110 1011 0101
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Prikaz broja —1717 kao int

Primjer. Prikaz broja —1717 kao int.

Kre¢emo od prikaza broja 1717 kao int:

0000 0000 0000 0000 0000 0110 1011 0101

Komplementiramo (bit—po-bit) i dodamo 1 (modulo 2%):

1111 1111 1111 1111 1111 1001 0100 1010
+ 1

Rezultat je prikaz broja —1717 kao int:

1111 1111 1111 1111 1111 1001 0100 1011
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Binarni prikaz realnih brojeva,

algoritmi 1 primjeri
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Sadrzaj
e I—————

@ Realni brojevi — binarni prikaz:

@ Prikaz realnih brojeva u bazi 2 — cjelobrojni 1
razlomljeni dio.

@ Algoritam za nalazenje znamenki razlomljenog dijela.
@ Normalizirani prikaz realnih brojeva u bazi 2.
@ Algoritam za nalazenje normaliziranog prikaza.
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Zapis realnog broja u bazi 2
TGS,

Neka je B € R neki realan broj.

Osnovni pristup prikazu slican je onom za cijele brojeve.

Za negativne brojeve B < 0, prikaz dobivamo tako da
@ nademo prikaz pozitivnog broja |B| € R, i

@ dodamo predznak — (minus).

Dakle, dovoljno je nac¢i prikaz nenegativnih brojeva B > 0.
Njihov prikaz sastoji se iz 2 dijela:

@ prikaza cjelobrojnog dijela | B| — $to znamo nadi, i

@ prikaza tzv. razlomljenog dijela B — | B| € [0, 1).

Kako se nalazi prikaz “razlomljenog” dijela broja?
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Zapis razlomljenog dijela realnog broja u bazi 2

Neka je B € [0, 1) bilo koji razlomljeni dio realnog broja.

Tzv. pozicioni zapis broja B u bazi b = 2 ima sljedeci oblik:

B=> b_-2" be{0,1},
1=1

gdje su b_; binarne znamenke ili bitovi broja B.

U skracenom zapisu, znamenke b_; piSemo iza binarne tocke
B — (O.b_lb_g “ e )2.

Trazi se postupak — koji, za zadani broj B € [0, 1),

@ “generira” pripadni niz binarnih znamenki (b_;,7 € N),
1to “clan—po—¢lan”, za1=1,2,....

Progl 2015, 4. predavanje — 1. dodatak — p.22/115




Racunanje znamenki broja u bazi 2 — uvod

Prije opisa postupka za racunanje znamenki broja B u bazi 2,
treba uociti jednu “sitnicu” — vezanu uz

@ jednoznacnost rezultata i dozvoljene nizove znamenki.

Naime, za bilo koji niz binarnih znamenki (b_;,7 € N), gdje je
b_; € {0,1}, pripadni red iz zapisa broja

i b—i | 2_i7
1=1

uvijek konvergira, i suma je neki broj iz zatvorenog intervala
0, 1] (niz parcijalnih suma monotono raste i ogranicen je s 1).

Medutim, razliciti nizovi znamenki mogu dati istu sumu
pripadnog reda — dakle, zapis pripadnog broja (= sume reda)
ne mora biti jednoznacan.
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Dovoljeni nizovi znamenki u bazi 2

Problem nastaje kod onih nizova znamenki (b_;,7 € N) koji
imaju konac¢no mnogo nula, tj. pocev od nekog mjesta k € N,
imaju beskonaé¢ni niz (uzastopnih) jedinica na “repu”. Zbog

f:l L9—i — o—k+l _ 1. 9—k+1 +§:O 2,
i=k 1=k

svaki takav niz znamenki moze se “skratiti” na konacan = ima
beskonacni niz nula na “repu”, pocev od tog istog mjesta k
(te nule, obi¢no, ne pisSemo — pa zato kazemo “konacan” niz).
Zbog ove nejedinstvenosti zapisa,

@ nizovi znamenki s beskonacnim nizom jedinica na “repu”
nisu dozvoljeni kao pozicioni zapis nekog broja u bazi 2.

Slicno je i u drugim bazama (niz najvec¢ih znamenki).
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Problem za k = 1 — same jedinice u nizu

U slucaju kad je k = 1, “problemati¢ni” niz ima same jedinice.

Njegov skraceni zapis je (0.1111...)s, a pripadna suma reda
(tj. broj kojeg prikazuje taj niz) je

B:i1-2—i:1.
1=1

Kod trazenja prikaza razlomljenog dijela realnog broja, ovo je

dodatno zabranjeno pretpostavkom na ulazni broj B.

Naime, pretpostavka B € [0,1) povlaéi B < 1, a to znaci da je
@ nemoguce da su sve znamenke b_; jednake 1.

Drugim rijecima,

@ barem jedna znamenka b_; je jednaka 0, za neki 7 € N.
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Problem za k > 1 — nejedinstvenost zapisa
.

Dakle, u postupku kojeg trazimo, za “problematicni” niz mora
vrijediti £ > 1, jer ima bar jednu nulu. No, onda je sigurno

@ b .1 =0 zadnja nula u tom nizu (jer b_; =1, za i > k).

Skraceni zapis takvog “problematicnog” niza je

(0.b_1 .. b o 0111 ... ).

Za pripadnu sumu reda (= broj kojeg prikazuje taj niz) vrijedi

k—2 00 k—2
B=> b2 4 1-27"=> b ;-2 42"
1=1 1=k 1=1

pa broj B ima i “krac¢i” konacni zapis

«lb_l...b_k+21)2.
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Dovoljeni nizovi znamenki u bazi 2 (kraj)
N

Zadatak. Pokazite da samo navedeni “problemati¢ni” nizovi
binarnih znamenki dovode do nejedinstvenosti zapisa u bazi 2,
tj. svi ostali nizovi jednoznacno odreduju pripadni broj B.

U terminima brojeva B € [0, 1), samo brojevi s konacnim
binarnim zapisom imaju nejedinstven pozicioni zapis, i to su
svi brojevi oblika B =m/2", za m,n € Nim < 2". N
Ogranicenje na dozvoljene nizove znamenki za pozicioni zapis

@ nije bitno za postupak (algoritam) — on radi za svaki
dozvoljeni ulaz, ve¢ samo objasSnjava njegov izlaz.

U tom smislu, postupak kojeg ¢emo opisati
@ nalazi “najkraci” prikaz broja B u bazi 2,

@ tj. izbjegava beskonacni niz jedinica na “repu” prikaza.
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Racunanje znamenki broja u bazi 2
.

Binarne znamenke b_; zadanog broja B € [0, 1)

B=0b1,-27'4b,-2724b 5-2794+...
— (O.b_lb_gb_g « e )2,

dobivamo mnozenjem s bazom 2.

@ Preciznije, koristimo mnozenje i najvece cijelo.
Kako to ide? Kad broj B pomnozimo s 2, dobijemo broj

B =omaka=2B=b_1+b_y-27' +b_5-27° ...
— (b_l.b_gb_g ce )2.

Sad iskoristimo da je B] = 2B € [0,2), tj. B} < 2.
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Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)
o ———

Prvu znamenku b_; dobivamo kao najvece cijelo od B} = 2B
b_1 = |B].

Zbog Bj € |0,2), mora biti b_; € {0, 1}, pa je b_; korektna
binarna znamenka.

Kad od B] oduzmemo cijeli broj b_;, dobivamo “novi” broj
By=B;,—b_,=B,—|Bj| =2B— |2B].
Njegov zapis u bazi 2 je
By = (0.b_9b_3...)s,

tj. dobiva se “brisanjem” znamenke b_; iz zapisa broja B.

Progl 2015, 4. predavanje — 1. dodatak — p.29/115



Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)
D |

Naravno, prvu znamenku b_, broja B; nalazimo
@ ponavljanjem opisanog postupka, ali na broju B;.

Po definiciji funkcije najvece cijelo, za novi broj By, takoder,
vrijedi By € [0, 1), pa smijemo nastaviti postupak s brojem B;.

Napomena. U prethodnom opisu, zadan je samo broj B.
Njegove znamenke b_;,b_o, ... nisu zadane ili poznate, vec¢ ih
treba naci.

@ Napisane su samo za laksi opis postupka.

Ono sto stvarno vrijedi nakon opisanog prvog koraka je:
B=b,-27'+B-27%
s tim da smo nasli b_; € {0,1} i B; € |0, 1).
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Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)

Citav postupak mozemo zapisati na sljede¢i nacin.
Neka je, na pocetku, By := B.
U op¢em — —tom koraku, kre¢cemo s brojem B;_; 1 ra¢unamo:

@ produkt — pomakni (trenutnu) prvu znamenku u B;_4
ispred binarne tocke

B; =2DB;_,
@ najvece cijelo — izdvoji tu prvu namenku u B;
b_i = LBU?
@ razlika — “obrigi” (trenutnu) prvu znamenku u B;_; (B})

Bi = B; — b—i = 237;_1 — \_QBz—lJ .
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Racunanje znamenki broja u bazi 2 (nastavak)

Onda uvijek vrijedi

Bi1=b_-27'"+B;-27", i=12 ...,

s tim da je

@ b_; €{0,1} nova binarna znamenka i

@ B; €10,1) novi “razlomljeni dio” za nastavak postupka.

Zadatak. Neka je £ € N. Dokazite da nakon ¢ koraka opisanog
postupka vrijedi (korake brojimo od jedan)

B=b,-2 '+ +b_,-27+B,-27"

Dodatno, mozemo uzeti ove tvrdnje vrijede i za £ = 0,

@ tj. na pocetku cijelog postupka — prije prvog koraka.
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Racunanje znamenki broja u bazi 2

U principu, zadani broj B moze imati beskon

(nastavak)

acno dug prikaz,

@ pa ova] postupak mozemo ponavljati “do u nedogled”.

Da bismo dobili algoritam, potrebno je zadati

@ j = maksimalni broj znamenki koje zelimo izracunati.

S druge strane, kako se prepoznaje da B ima

konacan prikaz?

@ Ako u nekom koraku £ prvi puta dobijemo da je B, = 0,

onda je prikaz konacan
B — (O.b_lb_g « e b_k)g.

Sve znamenke iza b_; su jednake 0, pa ih, obi
To se moze dogoditi 1 na pocetku, ako je B =

Cno, ne pisemo.
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Znamenke broja u bazi 2 — algoritam
O OECeem————

Algoritam 2. Binarne znamenke razlomljenog dijela realnog
broja.

Ulaz: Realni broj B € [0,1) i cijeli broj 7 > 0.
Izlaz: Broj k > 01 znamenke b_1,... ,b_; broja B u bazi 2.

i < 0; By «— B; k < j;
sve dok je B; > 01 < k radi {
1 <— 1+ 1;
B 2B i;
b_i = | Bil;
B; «— B, —b_;;
}

ako je B; = 0 onda k « 1;
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Prikaz broja 0.46875 u bazi 2

Primjer. Nadimo prikaz broja 0.46875 u bazi 2.

Pocinjemo s By = 0.46875, a zatim izlazi

i| B/ =2-B,_, b_; = | B! Bi=B —b_,
1| 0.46875 -2 = 0.9375 | [0.9375] =0 | 0.9375 — 0 = 0.9375
2109375 -2=1.875 | |1.875 | =1|1.875 —1=0.875
310875 -2=175 |[175 |=1|175 —1=0.75
41075 -2=15 ||15 |=1]|15 —1=0.5
5005 -2=10 ||1.0 |=1]10 —1=0.0

Dobili smo da je Bs; = 0, pa broj 0.46875 ima konacan prikaz
u bazi 2.

Progl 2015, 4. predavanje — 1. dodatak — p.35/115



Prikaz broja 0.46875 u bazi 2 (nastavak)

Prva znamenka b_; je na vrhu tablice, tj. znamenke treba
pisati odozgo prema dolje, da ih dobijemo u standardnom
poretku b_1,0_o, ... .

Rjesenje. Prikaz broja 0.46875 u bazi 2 je
(0.46875)19 = (0.01111)5

1 1ima 5 binarnih znamenki iza binarne tocke.
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Prikaz broja 0.1 u bazi 2
]

Primjer. Nadimo prikaz broja 0.1 u bazi 2.

Pocinjemo s By = 0.1, a zatim izlazi

i|B =2 -Bi_i|b,=|B/|B =B —b_,
11 01-2=02] [02]=0|02—0=0.2
21 02-2=04 | 104/ =0|04—0=04
3104-2=08 1 0.8/ =0]08-0=0.8
1108-2=16| |16/ =1 |1.6—-1=0.6
5/ 06-2=12] [12]=1|12-1=0.2

Dobili smo da je By = B;. Zato se “blok” od 4 reda tablice
(od drugog do petog) nadalje ponavlja do u beskonacnost.
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Prikaz broja 0.1 u bazi 2 (nastavak)

To znaci da 0.1 ima beskonacan periodicki prikaz u bazi 2,

@ a znamenke b_s,b_3,b_4,b_5 Cine jedan period.

Rjesenje. Prikaz broja 0.1 u bazi 2 je

(0.1)10 = (0.0 0011 0011...)5 = (0.0 0011)s,.

Time smo zavrsili pricu o prikazu realnih brojeva B € [0, 1),

tj. sad znamo naci i prikaz

@ razlomljenog dijela bilo kojeg nenegativnog realnog broja.

Vratimo se onda prikazu “opc¢ih” realnih brojeva B € R.
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Zapis bilo kojeg realnog broja u bazi 2
e

Neka je B € R neki realan broj.

Prikaz broja B u bazi b = 2 dobiva se tako da nademo prikaz
njegove apsolutne vrijednosti — nenegativnog broja |B|.

Prikaz broja |B| dobiva se spajanjem prikaza
@ njegovog cjelobrojnog dijela ||B]] i
@ njegovog razlomljenog dijela |B| — ||B|] € [0, 1),

a izmedu ta dva dijela piSemo binarnu tocku.

Na kraju, ako je B < 0, dobivenom prikazu broja |B)|

@ na pocetak dodamo predznak — (minus).
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Zapis realnog broja u bazi 2 (nastavak)

Podloga je pozicioni zapis nenegativnog broja |B| u bazi b = 2:

k 00
Bl =) bi-2'4+ > b-27", bb € {01},
1=0 1=1

N —’ ~
cijeli dio  razlomljeni dio

gdje su b;, b_; binarne znamenke ili bitovi broja |B| i broja B,
a cijeli dio broja je normaliziran. Ako je ||B|| # 0, onda je
b, > 0, a u protivnhom piSemo znamenku by = 0.

Skraceni zapis, uz eventualni predznak broja B, je

B = 2 (bgbp_1...bibo-b_1b_s...)s.

Ako je B cijeli broj, tj. B € Z, onda se B prikazuje bas kao
cijeli broj, a razlomljeni dio mu je jednak nula i1 ne pise se.
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Prikaz broja —10.25 u bazi 2

Primjer. Nadimo prikaz broja —10.25 u bazi 2.

Cjelobrojni dio apsolutne vrijednosti broja B je
By = ||B|] = 10.

Prikaz u bazi 2:

B; bj = B, mod 2 | B;,1 = B, div 2
10=5-240| 10mod2=0 10div2 =5
5=2-24+1| S5mod2=1 5div 2 =2
2=1-240] 2mod2=0 2div2=1
1=0-2+1| 1mod2=1 1div2=0

W N V= O ~.

Dakle, prikaz cjelobrojnog dijela je (10)19 = (1010)s.
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Prikaz broja —10.25 u bazi 2 (nastavak)

Razlomljeni dio apsolutne vrijednosti broja B je
By = |B| — ||B]|| = 0.25.
Prikaz u bazi 2:
i| Bi=2-B; 1 |b_;=|B!||B;=B.—b_;

110.25-2=05]| [05/=0|05—0=05
2105 -2=1.0| |1.0] =1 | 1.0—1=0.0

Dakle, prikaz razlomljenog dijela je (0.25)19 = (0.01)s.

Kad spojimo ove prikaze 1 dodamo predznak, izlazi

(—10.25)10 = (—1010.01)s.
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Normalizirani zapis realnog broja u bazi 2
v ———

Normalizirani prikaz realnog broja B u bazi b = 2 odgovara
tzv. “znanstvenom” zapisu tog broja u obliku

B = predznak - mantisa - 2 €ksponent,
s tim da je

@ predznak € {—1,1}, a znacenja su, redom, minus i plus.

Umjesto predznaka, mogli bismo koristiti i funkciju sign, no
standardno je sign(0) = 0, Sto nepotrebno komplicira stvar.

Cisto matematicki, bez obzira na prikaz brojeva u racunalu,
da bismo osigurali jednoznac¢nost ovog zapisa, moramo:
@ precizirati oblik mantise 1 eksponenta

@ 1 uvesti neki dogovor za prikaz broja B = 0.
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Normalizirani zapis realnog broja u bazi 2
o — 55

Dogovor za “normalizirani” prikaz nule je: 0 = 1-0.0 - 2, tj.
@ predznak(0) =1, mantisa(0) = 0.0, eksponent(0) = 0.

Standardna ogranicenja na mantisu i eksponent su:
@ eksponent je cijeli broj,

@ mantisa je pozitivan realni broj s jednoznamenkastim
cjelobrojnim dijelom, tj. nalazi se u intervalu

mantisa € [1,2).

Uz ova ogranicenja, svaki realni broj B # 0

@ ima jednoznacan normalizirani prikaz u bazi 2.

Za B = 0 to ne vrijedi 1 zato nam treba raniji dogovor.
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Normalizirani zapis B # 0 u bazi 2
D

U nastavku koristimo skracene oznake
@ s, m i e za predznak, mantisu i eksponent broja,

po ugledu na oznake kod prikaza brojeva u racunalu.

Ako je B # 0, onda njegov normalizirani prikaz u bazi b = 2
ima sljedeci oblik:

_J/

B:S(bo—FZb_ZQz)Qe, bo,b_iE{O,].}, by > 0,
1=1

m

gdje su by, b_; binarne znamenke ili bitovi mantise m broja B.

Posebno, u bazi 2, prva (cjelobrojna) znamenka mantise mora
biti by = 1.
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Normalizirani zapis B # 0 u bazi 2 (nastavak)
T —

Skraceni zapis ovog prikaza je

B=s- (bo.b_lb_g ce )2 - 26,
Dogovorno, kad mantisu zapisujemo znamenkama, uvijek
pisSemo njezin najkraci oblik (to ne vrijedi u racunalu).

Ponekad se za bitove mantise koriste nenegativni indeksi, uz
oznaku m; := b_; (na pr., kod prikaza brojeva u ra¢unalu).

Nadalje pretpostavljamo da je B = 0. Sljedeéi problem je:

@ Kako nac¢i normalizirani prikaz broja B u bazi 2, tj.
njegovu mantisu i eksponent?

S predznakom je lako.
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Normalizirani zapis B # 0 u bazi 2 (nastavak)
T —

Odgovor ovisi o tome Sto ve¢ znamo:
@ samo broj B,

@ ili ve¢ imamo njegov “obi¢ni” prikaz u bazi 2.

Ako znamo “obi¢ni” prikaz broja B u bazi 2, onda je lako:

@ pomaknemo binarnu tocku za odgovarajuci broj mjesta
na pravu stranu,

@ tako da dobiveni broj ima jednoznamenkasti cjelobrojni
dio, tj. “padne” u trazeni interval |1,2) za mantisu.

Eksponent je broj mjesta za koje smo pomakli binarnu tocku:
@ pomak udesno daje negativan eksponent, a

@ pomak ulijevo daje pozitivan eksponent.
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Normalizirani prikaz iz obi¢cnog — primjeri
.

Primjer. Nadimo normalizirani prikaz broja 1717 u bazi 2.
Obié¢ni prikaz broja 1717 u bazi 2 je (v. ranije)
(1717)10 = (11010110101)5

1 ima 11 binarnih znamenki. Binarna tocka ne pise, jer je broj
cijeli, ali nalazi se odmah iza zadnje znamenke.

Ocito je da binarnu tocku treba pomaknuti odmah iza prve
znamenke 1, tj. za 10 mjesta ulijevo.

Rjesenje. Normalizirani prikaz broja 1717 u bazi 2 je

(1717)10 = 1 - (1.1010110101), - 2™.
Po dijelovima: s = 1, m = (1.1010110101), i e = 10.
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Normalizirani prikaz iz obicnog — primjeri
D

Primjer. Nadimo normalizirani prikaz broja —10.25 u bazi 2.
Obi¢ni prikaz broja —10.25 u bazi 2 je (v. ranije)
(—10.25)19 = (—1010.01)5.

Binarnu tocku opet treba pomaknuti odmah iza prve napisane
znamenke 1, tj. za 3 mjesta ulijevo.

Rjesenje. Normalizirani prikaz broja —10.25 u bazi 2 je
(—10.25)1p = —1 - (1.01001)5 - 2°.
Po dijelovima: s = —1, m = (1.01001)5 i e = 3.
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Normalizirani prikaz iz obicnog — primjeri
D

Primjer. Nadimo normalizirani prikaz broja 0.1 u bazi 2.

Obic¢ni prikaz broja 0.1 u bazi 2 je beskonacan (v. ranije)
(0.1)19 = (0.0 0011 0011...)5 = (0.0 0011)s.

Binarnu tocku sad treba pomaknuti odmah iza prve napisane
jedinice, tj. za 4 mjesta udesno.

Rjesenje. Normalizirani prikaz broja 0.1 u bazi 2 je

(0.1)0 = 1-(1.1001 1001 ...)y- 27"
=1-(1.1001)5 - 27*

Po dijelovima: s = 1, m = (1.1001)y i e = —4.
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Normalizirani zapis B # 0 u bazi 2 (nastavak)
T —

Uzmimo sad da znamo samo broj B.

U tom slucaju, ranije operacije:

@ pomakni binarnu tocku za odgovarajuc¢i broj mjesta na
pravu stranu,

@ tako da dobiveni broj ima jednoznamenkasti cjelobrojni
dio, tj. “padne” u trazeni interval |1,2) za mantisu,

treba obaviti “bez gledanja prikaza”,

@ koristec¢i samo operacije na brojevima.

Veé¢ smo rekli da se predznak s lako nalazi — testom B > 0,
pa je dovoljno raditi s brojem |B| > 0. Idemo redom.
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Normalizirani zapis B # 0 u bazi 2 (nastavak)
T —

Uocimo da pomak binarne tocke u broju za jedno mjesto
@ udesno — odgovara mnozenju broja s 2,

@ ulijevo — odgovara dijeljenju broja s 2.

Cilj pomicanja binarne tocke u broju |B| je dobiti mantisu,

@ tj. treba “natjerati” broj u trazeni interval [1,2).

Usput, da bi polazni broj |B| ostao isti, za svaki pomak tocke,
eksponent baze 2 treba pomaknuti na “suprotnu” stranu:

@ tocka udesno — smanji eksponent za 1,

@ tocka ulijevo — povecaj eksponent za 1.

Dakle, kostur algoritma se nazire.
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Normalizirani zapis B # 0 u bazi 2 (nastavak)
L —

Ovaj postupak, zapravo, rastavlja | B| u produkt dva faktora
|B| = broj -2°, broj = |B|-27°,
mijenjajuci broj i eksponent e, sve dok ne dobije broj € [1, 2).

Fali nam joS samo pocetak, tj. inicijalizacija postupka.
Kreé¢emo s broj = |B|. Onda, ocito, e treba staviti na nulu.

I zadnja stvar — “pravu’ stranu za pomak binarne tocke
nalazimo usporedbom broja |B| s rubovima zeljenog intervala:

@ |B| > 2 — ulijevo: smanjuj broj (dijeljenje), povecavaj e,
@ |B| < 1— udesno: pove¢avaj broj (mnozenje), smanjuj e,

@ ina¢e — onda je |B| € [1,2) pa smo odmah gotovi.
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Normalizirani zapis broja u bazi 2 — algoritam
OO,

Algoritam 3. Normalizirani binarni zapis realnog broja.

Ulaz: Realni broj B.

Izlaz: Predznak s, mantisa m i eksponent e u normaliziranom
zapisu broja B u bazi 2.

/% Prvo sredimo B = 0. %/
ako je B =0 onda {
s«—1;:m«— 0.0; e — 0;
} inace {
/% Ovdje je B # 0. x/
ako je B > 0 onda s <« 1; inace s «+— —1;
m «— |B[; e — 0;
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Normalizirani zapis broja u bazi 2 — algoritam
OO,

ako je m > 2 onda {
/% Smanjuj m dijeljenjem, povecavaj e. */
ponavljaj {
m «— m/2; e «— e+ 1;
} sve dok je m > 2;
} inace ako je m < 1 onda {
/% Povecavaj m mnozenjem, smanjuj e. */
ponavljaj {
m<«—m:-2;e<+—e—1;
} sve dok je m < 1;
h
h

Ovdje, na kraju, brojevi s, m i e imaju trazene vrijednosti.
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Normalizirani zapis broja u bazi 2 — komentar
.

Ovaj algoritam radi samo s brojevima, pa su i
@ njegovi rezultati — “obicni” brojevi.
Ako je B # 0, onda je B=s-m-2° uz
se{-1,1}, mell,2), ecZ.

Drugim rijecima, ne dobivamo binarne prikaze brojeva m i e

@ kao nizove njihovih znamenki u bazi 2.

U ovom obliku normaliziranog zapisa realnog broja B, baza 2
se pojavljuje samo na dva mjesta:

@ kao baza za eksponent broja, B =s-m - 2°,

@ kao desni rub intervala |1,2) za mantisu, ako je B # 0.
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Normalizirani zapis broja u bazi 2 — znamenke
e

Ako zelimo prikaz dobivenih brojeva m i e u bazi 2, tj.
@ ako zelimo naci i nizove njihovih znamenki,

onda ima jos posla.

Mantisa m = (bg.b_1b_5 ... )s:

@ prvo izdvojimo cjelobrojnu znamenku by iz broja m,
bp = |m] (ako je B # 0, u bazi 2 je by = 1),

@ pozovemo Algoritam 2 na razlomljenom dijelu mantise,
tj. na broju m — by € [0, 1).
Eksponent e = (Fey...€ep)s:

@ izdvojimo predznak i pozovemo Algoritam 1 na broju |e].
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Normalizirani prikaz broja —10.25 u bazi 2

Primjer. Nadimo normalizirani prikaz broja —10.25 u bazi 2.

Prvo nademo predznak: iz B = —10.25 < 0 slijedi s = —1.

U nastavku radimo s apsolutnom vrijednoséu |B| = 10.25.
Na pocetku je m = |B|ie= 0. Zbog m = 10.25 > 2,
@ binarnu to¢ku u broju m treba pomicati ulijevo, tj.

@ m treba dijeliti s 2, a e povecavati za 1.

korak m «— m/2 e<—e+1
1 10.25 /2=5.125 >2|0+1=1
2 5.125 /2 =2.5625 >2|1+1=2
3 2.5625/2 =1.28125<2|2+1=3
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Normalizirani prikaz broja —10.25 u bazi 2

Rjesenje. Normalizirani prikaz broja —10.25 u bazi 2 je

(—10.25)p = —1-1.28125 - 2°.

Po dijelovima: s = —1, m = 1.281251 e = 3.

Binarni prikaz mantise:

@ by =1, a Algoritam 2 na broju m — by = 0.28125 daje

0.28125 = (0.01001),

(provijerite), pa je m = 1.28125 = (1.01001)5.

Binarni prikaz eksponenta:

@ Algoritam 1 na broju |e|] = 3 daje 3 = (11),, pa je

e=3=(11),.
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Normalizirani prikaz broja 0.1 u bazi 2
————

Primjer. Nadimo normalizirani prikaz broja 0.1 u bazi 2.

Prvo nademo predznak: iz B = 0.1 > 0 slijedi s = 1.

Na pocetku je m = |B|ie=0. Zbog m =0.1 < 1,
@ binarnu tocku u broju m treba pomicati udesno, tj.

@ m treba mnoziti s 2, a e smanjivati za 1.

korak m<+«—m-2 e+—e—1

1 0.1-2=02<1| 0—-1=-1
2 02:-2=04<1|-1—-1=-2
3 04-2=08<1|-2—-1=-3
4 08-2=16>1|-3—-1=-4
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Normalizirani prikaz broja 0.1 u bazi 2
I

Rjesenje. Normalizirani prikaz broja 0.1 u bazi 2 je
(0.1)1p=1-1.6-27%

Po dijelovima: s =1, m=1.61¢e = —4.

Binarni prikaz mantise:
@ by =1, a Algoritam 2 na broju m — by = 0.6 daje
0.6 = (0.1001)
(provjerite), pa je m = 1.6 = (1.1001)s,.
Binarni prikaz eksponenta:

@ Algoritam 1 na broju |e| = 4 daje 4 = (100),, pa je
e = —4 = (—100)s.
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Prikaz realnih brojeva

u racunalu 1 primjeri
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Sadrzaj

@ Realni brojevi — prikaz u racunalu:
@ Izgled prikaza i1 prikazivi brojevi.
@ Zaokruzivanje realnih brojeva u rac¢unalu za prikaz.
@ Prikaz u tipovima float i double — primjeri.
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Prikaz realnih brojeva u ra¢unalu — uvod

Prikaz realnih brojeva u racunalu slican je normaliziranom

prikazu realnih brojeva u bazi 2
B=s-m-2°.

Bitne razlike:

@ za svaki od tri dijela s, m 1 e imamo na raspolaganju
konacan broj binarnih znamenki (bitova) za prikaz,

@ umjesto eksponenta, pamti se karakteristika k, koja je
pomaknuti eksponent, k = e 4 bias (engl. bias = pomak),

@ umjesto mantise, pamti se signifikand (oznaka je isto m),
a dobiva se nakon zaokruzivanja mantise,

@ vodeci bit by mantise se, najcesce, ne pamti (hidden bit).

Dodatno, neki brojevi se prikazuju u denormaliziranom obliku.
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Realni brojevi u racunalu — duljine dijelova
L,

Svaki od tri dijela broja ima svoju duljinu — broj bitova
predvidenih za prikaz tog dijela.

@ predznak s — uvijek zauzima jedan bit, 1 to najvisi;
@ karakteristika k — zauzima sljedec¢ih w bitova;

@ signifikand m — zauzima sljede¢ih
@ t bitova, ako se pamti samo razlomljeni dio mantise,
@ ¢+ 1 bit, ako se pamti 1 njezin vodeci cjelobrojni bit.

U nastavku, radi jednostavnosti, uzimamo da se u racunalu
@ sprema samo razlomljeni dio mantise,

kao u standardnim I[EEE 754 tipovima binary32 i binary64
(tipovi float i double u C-u).
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Realni brojevi u racunalu — izgled i predznak
o —————————————

Cijeli prikaz realnog broja u racunalu onda ima sljedec¢i oblik:
1 w t

S k m

Bit predznaka s uvijek se kodira tako da je
@ s =0 — za pozitivan broj ili +0,
@ s =1 — za negativan broj ili -0.

tj., u ranijim oznakama je predznak = (—1)* € {—1,1}.

Po bitovima, karakteristika i signifikand imaju sljedeci izgled:

karakteristika signifikand (mantisa)

kw—1|kw—2| -+ | k1 | ko b1 | bea | -+ |b—gg1| O

gdje su k;, b_; € {0,1}. Precizan opis znacenja ide u nastavku.
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Karakteristika

Karakteristika k&

karakteristika

kw—l

kw—2

k1

ko

se interpretira kao cijeli broj bez predznaka,

w—1
k= k-2
1=0

tako da je k € {0,... ,2¥ — 1}.

“Rubne” vrijednosti za k£ oznacavaju tzv. posebna stanja:

@ Fkpin = 0 — nula 1 denormalizirani brojevi,

@ kypa = 2¥ — 1 — beskonacno (Inf) i “nije broj” (NaN).
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Karakteristika i stvarni eksponent

Sve ostale vrijednosti k € {1,... 2% — 2} koriste se za prikaz
normaliziranih brojeva (razli¢itih od nule).

U tom slucaju, veza izmedu karakteristike k 1 stvarnog
eksponenta e prikazanog broja je

k=e+ bias, bias =2*"1 —1.
Uocite da je bias = polovina najvece dozvoljene karakteristike.

Dakle, eksponenti e prikazivih normaliziranih brojeva nalaze
se izmedu

emin = — (271 —2) 1 emax = 2% — 1.

Stvarni eksponent e svih prikazivih denormaliziranih brojeva
je e = enin = —(2¥71 — 2), a pripadna karakteristika je k = 0.
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Signifikand
e
Signifikand m ima oblik

signifikand (mantisa)

by [bo | - [brsa] by

Katkad se ovi bitovi indeksiraju pozitivnim indeksima, tako

da je m; = b_; signifikand (mantisa)

mi mo e | My—1 | My

Ako je k < knax = 2% — 1, onda se signifikand m interpretira

@ kao razlomljeni dio m, stvarne mantise prikazivog broja

t t
mp=» b2 =) m-27€[0,1).
1=1 1=1
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Signifikand i stvarna mantisa

Stvarna mantisa dobiva se dodavanjem “skrivenog bita” by
(engl. “hidden bit”), kao cjelobrojnog dijela mantise broja:

t
Tm = bo -+ my — bo + Z b_i . 2_7; — (bo.b—lb—2 S b—t)27

i=1
s tim da je “skriveni bit”

@ bhp=1—1za normalizirane brojeve, tj. mantisa im je
_1+Zb_ 270 = (1.b_1b_y ... b_y)s,

@ bp=0—za denormahzlrane brojeve, tj. mantisa im je

—O+Zb_ (0.b_1b_o...b_y)s.
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Skupovi prikazivih realnih brojeva u racunalu

Skup svih prikazivih realnih brojeva u racunalu je konacan i

parametriziran je s dva parametra:
@ duljinom ¢ signifikanda ili mantise,
@ duljinom w karakteristike ili eksponenta.

Oznacavamo ga s R(¢, w).

Mozemo ga prikazati kao uniju dva disjunktna podskupa:

R(t,w) =F(t,w) UD(t, w),
gdje je

@ F(t,w) = skup svih normaliziranih prikazivih brojeva, ili
skup svih prikazivih brojeva u normaliziranom rasponu,

@ D(t,w) = skup svih denormaliziranih prikazivih brojeva.
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Normalizirani prikazivi brojevi
D

Normalizirani prikazivi brojevi B € F(¢,w) prepoznaju se po
karakteristici k za koju vrijedi ki < bk < knax. Imaju oblik
B=(-1)°-m-2°
gdje je:
@ bit predznaka s € {0, 1},
@ stvarna mantisa m = (1.b_1b_5...b_4)s,
@ stvarni eksponent e = k — 2%¥~1 4 1, a nalazi se izmedu
€min 1 Emax, t]. vrijedi e € {—(2¥v~1 —2),... 2w~ 1 — 1},
Skup normaliziranih prikazivih brojeva F(t,w) ima to¢no
2-20.(2¥ —2) = 2Pt . bias

elemenata (uz oznaku p =t + 1).

Progl 2015, 4. predavanje — 1. dodatak — p.72/115



Normalizirani prikazivi brojevi — primjeri
—

Primjer. Najveci pozitivni normalizirani broj je

Umax = (1.111...111), - 20max
! 1

1 t
= (14 (1 —27%)) - 20max = 2(1 — 2777 1) . 20max
— (1 —27P) . 2emaxtl — (1 — 97P) . 92"

Primjer. Najmanji pozitivni normalizirani broj je

Umin — (1900 ... 009)2 . QCmin

1 t

_ 2€min _ 2—(2“’_1—2).
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Normalizirani prikazivi brojevi — izbor pomaka

Vec¢ smo rekli da za normalizirane prikazive brojeve vrijedi
sljedeca veza izmedu karakteristike £ i stvarnog eksponenta e

k=e+ bias, bias =2*"1 —1.
U ovoj vezi, pomak bias je namjerno izabran tako da vrijedi
€min T €max = 17
odnosno, epax = 1 — emin > —€min, & ne obratno!

Razlog. Ovaj izbor povlaci da je

1
—— =27 min ¢ F(¢, w),

Umin
tj. reciprocna vrijednost najmanjeg pozitivnog normaliziranog
broja je, takoder, normalizirani broj.
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Denormalizirani prikazivi brojevi
D

Denormalizirani prikazivi brojevi B € (¢, w) prepoznaju se
po karakteristici k za koju vrijedi £ = k,;, = 0. Imaju oblik
B=(—1)%-m-2°
gdje je:
@ bit predznaka s € {0, 1},

@ stvarna mantisa m = (0.b_1b_5...b_;)s, Sto ukljucuje i
nule oba predznaka — za mantise m = 0,

@ stvarni eksponent e = e, = — (2971 — 2).
Skup denormaliziranih prikazivih brojeva (¢, w) ima to¢no
2.0t = o

elemenata (uz oznaku p =t + 1).
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Denormalizirani prikazivi brojevi — primjeri
P
D —

Primjer. Najveci pozitivni denormalizirani broj je

max

vd = (0.111...111)y - 26mi
T T

1 t

_ (1 . 2—t) . 2€min _ (1 . 2—t) ) 2_(2w—1_2).

Primjer. Najmanji pozitivni denormalizirani broj je

vt = (0.000...001)y - 2°min
T T

min

1 t

— 9=l 9tmin _ 2—(t+2w_1—2).
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oyy

Karakteristika k. ., — beskonacno i1 “nije broj
I — _-_-

Maksimalna vrijednost karakteristike k = k.« = 2% — 1
oznacava posebna stanja koja ne odgovaraju “obi¢nim”
brojevima, a mogu se dogoditi prilikom zaokruzivanja ili kao
rezultat aritmetickih operacija.

Interpretacija “stanja” ovisi o vrijednosti signifikanda m.
@ m =0, tj. svi bitovi su nula — spremljena vrijednost se
interpretira kao beskonacno (Inf), a ovisi o predznaku
@ s =0 — prikaz 400, skra¢ena oznaka +Inf,
@ s=1— prikaz —o0, skra¢ena oznaka -Inf.
@ m # 0, tj. postoji bit razli¢it od nule — vrijednost se
interpretira kao “nije broj” (NaN, engl. “Not a Number”).

Nastaje kao rezultat nedozvoljene aritmeticke operacije i
uvijek oznacava gresku.
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Prikaz realnih brojeva u racunalu — sazetak
O e——.

Uzmimo da prikaz realnih brojeva u rac¢unalu ima oblik
1 w t

S k m

Uz oznake
w . w—1
Fomax = 2% — 1, epax = 0tas =2 — 1, epm = 1 — emax,

vrijednost prikazanog broja je

(—1)* * 9(k—emax) 4 (1.m) ako je 0 < k < kpax,

(—1)% * 2¢min % (0.m) ako je k =01m # 0,

v =" (1)« ako je k =01m = 0,
(—1)° % Inf ako je k = kpax 1 m = 0,
 NaN ako je k = kpax 1 m # 0.
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Prikaz realnih brojeva u racunalu i zaokruzivanje
o —————

Sada znamo tocno kako izgledaju svi prikazivi brojevi u
racunalu — skup R(t, w).

Medutim, u praksi obi¢no ne kre¢cemo od prikazivih brojeva,
ve¢ od standardnih realnih brojeva iz skupa R, ¢ak RU {—0}
(v. stranicu iza). A onda nam fali jos jedna, ali kljuéna stvar:

@ Sto se dogada kad imamo zadan realni broj B € R —
kako se on “prikazuje” u racunalu?

Naime, broj B, naravno, ne mora biti prikaziv — pripadati

skupu R(t, w)!

Ukratko, ako broj B nije prikaziv, onda se u racunalu sprema
@ njegova najbolja prikaziva aproksimacija, u oznaci f¢(B),

@ a dobiva se zaokruzivanjem polaznog broja.

. Progl 2015, 4. predavanje — 1. dodatak — p.79/115




Prosirenje polaznog skupa na RU{—0} i oznake
GGG

U nastavku, uzimamo da polazni broj B pripada vec¢em skupu
R U{-0}. Zasto smo dodali i moguénost da je B = —07
Ako zamislimo da se broj B ucitava, onda

@ svakom realnom broju smijemo napisati predznak,
pa to vrijedi i1 za nulu, tj. smijemo napisati i broj B = —0.
Ovo ucitavanje zaista korektno radi, zbog nacina pretvaranja
zapisa broja na ulazu u prikazivi broj. Naime, ako napisemo

@ predznak “—” — to se uredno zapamti pri ¢itanju, i na
kraju spremi kao predznak dobivenog prikazivog broja.

Kao rezultat toga, uvedimo joS 1 sljedec¢e oznake:
@ B ima predznak “minus” — B < —0,
@ B ima predznak “plus” — B > 40.
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ZaokruzZivanje realnih brojeva u racunalu
.

Za precizniji opis, zgodno je zaokruzivanje gledati kao funkciju
fl:RU{-0} — R(t,w) = R(¢t,w) U {-Inf,+Inf}.

Prvi korak u dobivanju prikazive aproksimacije f¢(B) je
@ nalazenje najblizeg lijevog 1 desnog prikazivog susjeda,
tj. najblizih brojeva B_, B, € R(t,w) za koje vrijedi
B.<B<B,.
Preciznije receno,
@ B_ = najvedi broj iz R(¢,w) manji ili jednak B,
@ B, = najmanji broj iz R(t,w) vedi ili jednak B.

Onda vrijedi: broj B je prikaziv ako i samo ako je B_ = B!

Progl 2015, 4. predavanje — 1. dodatak — p.81/115



ZaokruZivanje realnih brojeva u ra¢unalu (nast.)
v ———

Zbog toga §to skup “prikazivih” brojeva R(t,w) sadrzi brojeve
+0, —0, +Inf i —Inf, ova dva broja B_, B

@ uvijek postoje i jednoznacno su definirani,

@ imaju isti predznak kao i broj B.

Za pozitivne brojeve moze biti B_ = 40 ili B, = +Inf.
Analogno za negativne brojeve, samo na suprotnu stranu.

Kako se stvarno nalaze brojevi B_, By — o tome malo kasnije.
Kad imamo najblize prikazive susjede B_, B, € R(t,w), za
prikazivu aproksimaciju broja B, tj. za zaokruzeni broj B

@ uvijek se uzima jedan od ta dva broja, ovisno o vrsti ili
tipu zaokruzivanja.
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Vrste zaokruzivanja realnih brojeva u racunalu
v ———

Po |[EEE 754 standardu, postoje Cetiri vrste zaokruzivanja.

Standardno (engl. “default”) zaokruzivanje za sve procesore je

@ prema najblizem broju, a ako su dva najbliza, onda
prema ‘parnom” (engl. “ties to even”) — oznaka f,

fl(B) = “blizi” od brojeva B_, B, .

Ako su oba susjeda B_ i B, jednako “udaljena” od B,
@ izabire se onaj koji ima parni zadnji bit, tj. zadnji bit
mu je jednak 0 (toc¢no jedan od brojeva je takav).

Napomena. Ako je neki od brojeva B_ i B, jednak £Inf,
“udaljenost” se mjeri po tome koliko treba dodati ili oduzeti
od B u aritmetici racunala da dobijemo +Inf (v. malo iza).
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Vrste zaokruZivanja realnih brojeva (nastavak)
o ———

Preostale tri vrste zaokruzivanja mozemo “zatraziti” opcijama
prevoditelju, ili postavljanjem kontrolnih bitova u procesoru:

@ prema dolje, ili prema —oo — oznaka f¢_
ft_(B) =B,

@ prema gore, ili prema +oo — oznaka f{
ft,(B) = B,

@ prema nuli — oznaka f¢,

) = {B, ako je B > 40,

(y(B
ftol By, akoje B < —0.

Ovo odgovara odbacivanju “viska” znamenki u B.
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Uvod u primjere za standardno zaokruZivanje
.

Za potpuni opis zaokruzivanja realnih brojeva trebalo bi jos:
@ opisati kako se za zadani broj B € RU{—0},
@ stvarno nalaze najblizi prikazivi susjedi B_ 1 B,

ukljucivo i1 pripadne algoritme.

Nazalost, precizan opis nije jednostavan i1 zahtijeva dosta
“tehnickog” posla na detaljima.

Prije toga, zgodno je “neformalno” prikazati
@ kako se radi standardno zaokruzivanje f¢ u racunalu, i

@ ilustrirati to na primjerima standardnih tipova float i
double u C-u.
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Standardno zaokruZivanje — kratki opis
L —S—S—S—S— .

Definiciju funkcije f£ mozemo ugrubo podijeliti u tri grupe.
Podjela ovisi o odnosu broja |B| i dozvoljenog raspona za
normalizirani prikaz broja u racunalu. Preciznije, o odnosu

@ eksponenta e 1 “granicnih” eksponenata €, 1 €max-
Imamo tri moguénosti.

@ Ako je e > enax, onda je |B| prevelik (tzv. “overflow”),
pa je fl(B) = s - Inf.

@ Ako je enin < e < emax, onda je | B| unutar raspona za
normalizirani prikaz, pa se stvarna mantisa m zaokruzuje
na t mjesta. Usput, onda definiramo m' = m.

@ Ako je e < enin, onda je |B| premali (tzv. “gradual
underflow” ), pa se broj denormalizira na eksponent ey,
a tako dobivena mantisa m’ < 1 zaokruzuje na t mjesta.
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Standardno zaokruZivanje — malo neprecizno
—————,

Standardno zaokruzivanje f¢ brojeva u racunalu (do na
pravilo o “dva najbliza”) mozemo i ovako opisati.

Broj f¢(B) dobivamo zaokruzivanjem iz broja B na sljedeci
nacin: ako je prva odbacena znamenka b_;_; mantise m’

@ jednaka 1 — zaokruzi m' nagore,
@ jednaka 0 — zaokruzi m' nadolje.

Kod zaokruzivanja nagore, moze se desiti da dobiveni broj
treba “renormalizirati” (i tada mozemo dobiti rezultat +Inf).

Ovo “neprecizno” pravilo moze biti pogresno samo ako je
@ b_;, 1 =1 zadnja ne-nula znamenka mantise m’'.

Tad vrijedi pravilo o dva najbliza: zaokruzi prema “parnom”.
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Prikaz broja 0.1 kao float
L

Primjer. Prikaz broja 0.1 kao float (t = 23, w = 8).

(0.1)10 = +(1.1001 1001 ... 1001 1001...)s -2
T T

| 23
Zaokruzivanje iza t = 23 bita razlomljenog dijela (navise) daje
s =20
k=e+ 2" —1=—4+4127 = (123);, = 0111 1011
m = 1001 1001 1001 1001 1001 101

Prikaz broja 0.1 [float] u racunalu:
0 01111011 10011001100110011001101
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Prikaz broja 0.1 kao float (nastavak)
e

Na TA—-32 se visi bitovi nalaze na visim adresama, pa prikaz
po byteovima (odnosno, rijeCima = 4 bytea) izgleda ovako:

Prikaz broja 0.1 [float] u racunalu:
1. byte: 1100 1101
2. byte: 1100 1100
3. byte: 1100 1100
4. byte: 0011 1101

1. rijec: 0011 1101 1100 1100 1100 1100 1100 1101
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Prikaz broja 0.1 kao double

Primjer. Prikaz broja 0.1 kao double (t = 52, w = 11).

(0.1)10 = +(1.1001 1001 ... 1001 1001...)s -2
T T

1 52
Zaokruzivanje iza t = 52 bita razlomljenog dijela (navise) daje
s =20
k=e+2"1 —1=—4+1023 = (1019);p = 011 1111 1011

m = 1001 1001 1001 1001 1001 1001 1001
1001 1001 1001 1001 1001 1010

Prikaz broja 0.1 [double] u racunalu:
0 01111111011 10011001100110011001
10011001100110011001100110011010
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Prikaz broja 0.1 kao double (nastavak)
L —

Prikaz po byteovima (odnosno, rije¢ima) izgleda ovako:

Prikaz broja 0.1 [double] u racunalu:
1. byte: 1001 1010

. byte: 1001 1001

. byte: 1001 1001

. byte: 1001 1001

. byte: 1001 1001

. byte: 1001 1001

. byte: 1011 1001

. byte: 0011 1111

0O N O Ok W N

1. rijec: 1001 1001 1001 1001 1001 1001 1001 1010
2. rijec: 0011 1111 1011 1001 1001 1001 1001 1001
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Prikaz realnih brojeva —

zaokruzivanje 1 greske
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Sadrzaj

@ Prikaz realnih brojeva — zaokruzivanje i greske (jo$ nije
sredeno!):

@ Nalazenje najblizih prikazivih brojeva.
@ (Greske zaokruzivanja u prikazu.
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NalazZenje prikazivih susjeda B_ i B
.,
Na kraju, opisimo jo$ kako se za zadani broj B € RU{-0}

@ stvarno nalaze najblizi prikazivi susjedi B_ 1 B,.

Polazna tocka je normalizirani prikaz broja B u bazi 2.

Jednostavnim prosirenjem ranije definicije, svaki “ulazni” broj
B € RU{—0} ima jednoznacan normalizirani prikaz u bazi 2

B=s-|B|, |Bl=(1)-m-2°,

s tim da je predznak s € {—1,1}, a za egzaktnu mantisu m i
eksponent e vrijedi

@ ako je |B| >0,ondajeme[1,2)iec€Z,

@ ako je |[B] =0, ondaje m=0.0ie=0.

Dodavanje broja —0 daje potpunu simetriju skupa oko nule!
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Predznak prikazivih susjeda B_ i B,
D

Ponovimo, najblizi prikazivi susjedi broja B su definirani kao
@ B_ = najvedi broj iz R(¢,w) manji ili jednak B,
@ B, = najmanji broj iz R(¢,w) vedi ili jednak B.
Skup R(¢,w) sadrzi brojeve —0 i 40, pa trazeni susjedi
@ B_ 1 By uvijek imaju isti predznak s kao 1 broj B.
Osim toga, R(t,w) je, takoder, potpuno simetri¢an oko nule.

Neka su |B|_ i |B|y najblizi prikazivi susjedi broja |B|. Za sve
“negativne” brojeve B < —0 onda vrijedi

b_ = —(\B|+), By = _(lB‘—)a

pa njihove apsolutne vrijednosti |B_| i |B,| mozemo nadi iz
broja | B].
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NalaZenje B_ i B, iz |B|_ i |B|.
e,
Zato nalazenje najblizih prikazivih susjeda B_ 1 B, broja B

@ krece od broja |B| i prvo se nalaze njegovi prikazivi
susjedi |B|_ i |B]|..

To su, ujedno, i1 apsolutne vrijednosti najblizih prikazivih
susjeda broja B. Njih nalazimo koriste¢i predznak od B.

@ Ako je B > +0, onda je
B_=|[B|-, Bi=|Bl;.
@ Ako je B < —0, onda je
B_=—|Bls, By=—|B|-.

Dakle, na samom kraju, ako je B < —0, nadenim brojevima
|B|_ i |B|y se dodaje negativan predznak i “okrec¢e” znacenje.
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NalaZenje brojeva |B|_ i |B|. iz |B|
e

Za svaki broj B € RU {—0}, njegova apsolutna vrijednost |B|
ima jednoznacan normalizirani prikaz u bazi 2 (uz s = 1)

|B| =m - 2°,

s tim da za egzaktnu mantisu m 1 eksponent e vrijedi

@ ako je |B| >0,ondajeme [1,2)iec€Z,

@ ako je |B] =0, onda je m=0.0ie=0.
Brojevi B i |B| imaju iste mantise i iste eksponente, a mogu
se razlikovati samo u predznaku s.
Za pocetak, ako je |B| =0, tj. m = 0.0, onda je

|1B|_ =|Bly =+0 € D(t,w).

Broj B je egzaktno prikaziv 1 tu nema greske zaokruzivanja.
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NalaZenje brojeva |B|_ i |B|. iz |B| (nastavak)

Pretpostavimo nadalje da je |B| # 0. Onda je
|1Bl=m-2° mel[l,2), eclZ.

Nalazenje brojeva |B|_ i |B|, ovisi o odnosu eksponenta e i
“oranicnih” eksponenata ey, 1 €pax. Imamo tri mogucénosti.

@ Ako je e > epax, onda je |B| prevelik (tzv. “overflow”).
Ovaj slucaj razmatramo na kraju.

@ Ako je enin < e < enmax, onda je | B| unutar raspona za
normalizirani prikaz.

@ Ako je e < enin, onda je |B| premali (tzv. “gradual
underflow” ), pa se broj denormalizira na eksponent ey,

Bl =m' -2 m' =m -2 in € (0, 1).
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NalaZenje brojeva |B|_ i |B|, iz |B| (nastavak)
o ———

Uzmimo da broj |B| nije prevelik, tj. da je e < enax 1 neka je
| B| ve¢ denormaliziran (ako je e < eni,), tako da je
1B| =m’-2¢,
s tim da vrijedi:
Q@ zae> ey, — mM =mie =ce,

Q zae< ey, — m =m-26min j e =¢ ..

Prikazive susjede |B|_ i |B|,. dobivamo iz ovog zapisa |B|,
@ zaokruzivanjem njegove “mantise” m’, odnosno, njezinog
razlomljenog dijela, na t mjesta iza binarne tocke,
@ i to: nadolje — za |B|_, a nagore — za |B|y, uz
eventualnu dodatnu normalizaciju broja |B|..
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NalaZenje brojeva |B|_ i |B|, iz |B| (nastavak)

Za ovako dobivenu egzaktnu “mantisu” m’ od |B| vrijedi
@ m €[1,2), za e > ey,
@ m' € (0,1), za e < ey, nakon denormalizacije broja | B].

U bazi 2, realni broj m’ onda mozemo prikazati u obliku
m' = bO"‘Zb—i '2_7;, bo, b_; € {0,1}
i=1

Ovaj zapis sluzi samo za ilustraciju, jer znamenke ne znamo
(trebalo bi ih naé¢i nekim algoritmom).

Stvarno, znamo samo cjelobrojni bit by — iz granica za m’:
Q byp=1,zae> enn,

@ by =0, za e < ey, tj. ako je | B| bio denormaliziran.
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NalaZenje brojeva |B|_ i

Pogledajmo sad razlomljeni dio broja m/

nz_z}_zz—Obmz .

Tu imamo dvije moguénosti, ovisno o broju znamenki u m,..

Ako m/ ima najviSe ¢ binarnih znamenki iza tocke, onda
@ zaokruzivanje m,. na t mjesta niSta ne mijenja,

tj. zaokruzivanje nije potrebno i nema greske, pa je
Bl- =[B|+ =|B|=m"-2°.

Dakle, broj |B| (a onda i B) je egzaktno prikaziv u racunalu,
a karakteristika i signifikand se dobivaju direktno iz €’ i m,..
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NalaZenje brojeva |B|_ i

Ako m! ima vise od ¢ binarnih znamenki iza tocke, onda

@ broj |B| nije egzaktno prikaziv u racunalu, pa dolazi do
zaokruzivanja 1 pripadne greske.

Razlomljeni dio m/. onda ima oblik

m' _Zb_ 2‘Z+Zb_ 27 = (0.b_y ... by byr ..o

1=t+1

s tim da je druga suma pozitivna

f: b, -27"> 0.

1=t+1

Najblize prikazive brojeve broju |B| dobivamo zaokruzivanjem
m,. nadolje i nagore na ¢ mjesta iza binarne tocke.
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Prikazivi manji susjed |B|_ za |B|

Zaokruzivanjem m,. nadolje na ¢ mjesta iza binarne tocke, tj.
odbacivanjem drugog pozitivnog ¢lana, dobivamo

Zb_ = (0.b_y...b_y)s <ml.

Ovo je signifikand broja |B|_, a pripadna prikaziva mantisa je
m’_ :=by+ (m.)_ = (bg.b_1...b_t)s <m'.
Na kraju, najblizi prikazivi manji susjed |B|_ broja |B| je
B|_ :=m' -2¢ < |B].

Njegova karakteristika se dobiva direktno iz eksponenta e’
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Primjer — Prikazivi manji susjed |B|_ = 40

Primjer. Moze se dogoditi da je |B|_ = +0, iako je |B| > 0.
To se dogada ako 1 samo ako je

0 < |B| <

min’

edje je v¢. € D(t,w) najmanji pozitivni denormalizirani broj.

min

Ranije smo pokazali da je ve. = 27t.2¢min_ Ako je |B| < v, |
onda je broj sigurno premali za normalizirani prikaz. Nakon
denormalizacije broja |B| na eksponent e,,;,, dobivamo

Bl =m/ 2% 0<m <27 by=0.
Onda je

m' =m’. = (0.000...000...)s,
T T

1 t

odakle odmah slijedi (m.)_ =m’ =0, pa je |B|_ =

Progl 2015, 4. predavanje — 1. dodatak — p.104/115




Prikazivi veéi susjed |B|. za |B|

Za zaokruzivanje nagore koristimo ocjenu druge sume odozgo

f: b, -2t <27t

1=1+1

Zaokruzivanje m/ nagore na t mjesta iza binarne tocke
odgovara povecanju “zadnjeg prikazivog” bita b_; za 1, pa je

t
(m!)y = Zb—i 27 27 > ml

1=1

Nakon ovog zbrajanja, moze se dogoditi da je (m)), =1, pa

@ ovaj broj (m’), vise nije signifikand prikazivog broja.

Zato mu ne pisemo znamenke u bazi 2. Medutim, (m..), je
uvijek egzaktno prikaziv pa nastavljamo konstrukciju.
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Prikazivi veci susjed |B|. za |B| (nastavak)
o ——————

Analogno ranijem, pripadna “mantisa” broja |B|, je
m’_ = by + (m.); >m'.
Na kraju, najblizi prikazivi veéi susjed |B|, broja |B| je

B, :==m/, -2¢ > |B|.

Ako je (m])+ = 1, onda je m/, = by + 1, pa su brojevi m/, i
| B|, uvijek egzaktno prikazivi.

Posebno, ako dobijemo da je m/ = 2, onda broj |B|; treba
dodatno normalizirati pove¢anjem eksponenta za 1

Bl =127,

i tad se moze dogoditi da je |B|. = +Inf.
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Primjer — Gornji razlomljeni dio (m.), =1

Primjer. Nadimo za koje brojeve |B| > 0 se dobiva da je
(m])+ =1, odnosno, m/, = by + 1.
To znaci da u razlomljenom dijelu m/. broja | B|

@ povecanjem “zadnjeg prikazivog” bita b_; za 1

dobivamo broj koji je vec¢i od 1, ili
t t
L=(m)p=>» b2 42" " >m/ > b ;-2
i=1 i=1

pajem! >1—27"
m!. >1—-2""=(0.111...111),.
1 :

1 t
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Primjer — Renormalizacija veceg susjeda |B)|
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Primjer — Prikazivi veéi susjed |B|_ = +Inf

Primjer. Moze se dogoditi da je |B|, = +Inf, iako je |B|
unutar raspona za normalizirani prikaz.
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NalaZenje brojeva |B|_ i |B|, iz |B| (nastavak)
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ZaokruZivanje realnih brojeva — komentar (!)
O aam—

Napomena. Binarne znamenke brojeva m' i m, ne znamol!
Provjeru ima li m' ili m,. vise od ¢ binarnih znamenki iza
binarne tocke treba napraviti

@ nekim algoritmom koji radi samo s brojevima.
Na primjer, formiramo realni broj m..- 2* i njegovo “najvece
cijelo”, a zatim provjeravamo razliku m! - 2" — |m/- 2!].

Umjesto m.., mozemo to isto napraviti i s brojem m’ (samo je
m’- 2" malo vedi).
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ZaokruZivanje realnih brojeva — zadatak (!)
L m———— —

Zadatak. Dokazite da kod zaokruzivanja razlomljenog dijela
m! broja |B| nadolje i nagore na t mjesta iza binarne tocke
vrijede formule

(my)— = [my - 27 - 27 (my)y = [m, - 27]- 27",

Obje formule ukljucuju i slucaj da je |B| egzaktno prikaziv,
Sto je ekvivalentno s tim da je m/ - 2¢ cijeli broj.
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Greske zaokruZivanja (nastavak) — staro

Za pocetak, ako je B =0 onda je f((B) =40 € D(t,w) i tu
nema nikakve greske zaokruzivanja.

Pogledajmo sad razlomljeni dio broja m/
m; — Zb_z . 2_i.
i=1

Tu imamo dvije moguénosti, ovisno o broju znamenki u m’'.

Ako m! ima najvise ¢ binarnih znamenki, onda je

@ broj B egzaktno prikaziv u racunalu, pa je fl(B) = B,
tj. zaokruzivanje nije potrebno (nema greske).

Karakteristika i signifikand od B dobivaju se odmah iz €' i m/.

Ako m/ ima vise od ¢ binarnih znamenki, onda

@ broj B nije egzaktno prikaziv u racunalu,

Progl
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ZaokruZivanje realnih brojeva — komentar (!)
O aam—

Napomena. Binarne znamenke brojeva m' i m, ne znamol!
Provjeru ima li m' ili m,. vise od ¢ binarnih znamenki iza
binarne tocke treba napraviti

@ nekim algoritmom koji radi samo s brojevima.
Na primjer, formiramo realni broj m..- 2* i njegovo “najvece
cijelo”, a zatim provjeravamo razliku m! - 2" — |m/- 2!].

Umjesto m.., mozemo to isto napraviti i s brojem m’ (samo je
m’- 2" malo vedi).
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Primjer
O OOeemm———————.
Primjer. Reciprocna vrijednost 1/vn., najveceg pozitivnog
normaliziranog broja

@ nije egzaktno prikaziva — zaokruzivanjem dobivamo
denormalizirani broj.

Umax — (1111 “ .. 111)2 . ZemaX
1 I
p— (]. -+ (]. — 2_t)) . 2€max — 2(1 o 2_t_1) . zemax

2w—1

= (1 —27P). 20wt = (1 —27P) .2
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