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Sadrzaj predavanja
S

Prvi dio je ponavljanje zadnjeg dijela proslog predavanja.

@ C(Cijeli brojevi — prikaz i aritmetika:

prikaz brojeva bez predznaka,

modularna aritmetika cijelih brojeva,

prsten ostataka modulo 2%,

dijeljenje s ostatkom — Fuklidov teorem,

prikaz brojeva bez predznaka — sustav ostataka,
prikaz brojeva s predznakom — sustav ostataka,

PPpPPRPREP

prikaz negativnih brojeva — komplementiraj i
dodaj 1,
tipi¢ne pogreske u koristenju cijelih brojeva.

©
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SadrzZaj predavanja (nastavak)
D,

@ Prikaz realnih brojeva — “floating—point” standard:

@ osnovni oblik “Hoating—point” prikaza — mantisa i
eksponent,

oreske zaokruzivanja u prikazu,
pojam “jedinicne greske zaokruzivanja”,

PP

IEEE standard — tipovi: single, double, extended.
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Prikaz cijelih brojeva

u racunalu
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Prikaz cijelih brojeva bez predznaka
.

Ponavljanje. Ako imamo n bitova za prikaz brojeva, onda je
skup svih prikazivih cijelih brojeva bez predznaka jednak

(0, 1,2, ...,2"—2, 2" 1}
i ima 2" elemenata. Prikaz (prikazivog) broja B je
bit; =0b6;, za +1=0,... , n—1,
gdje je
B=b,_1-2" 4 4+ b-24+0by, b €{0,1},

tzv. “prosireni” zapis tog broja B u bazi 2, s tocno n
binarnih znamenki, s tim da vodec¢e znamenke smiju biti

jednake 0.
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Aritmetika cijelih brojeva bez predznaka
.

Aritmetika cijelih brojeva bez predznaka s n bitova za prikaz
brojeva je aritmetika ostataka modulo 2".

To znaci da aritmeticke operacije +, — 1 - na skupu cijelih
brojeva bez predznaka daju rezultat koji je

@ jednak ostatku rezultata pripadne cjelobrojne operacije
(u skupu Z) pri dijeljenju s 2™.

Drugim rije¢ima, za prikazive operande A i B vrijedi
rezultat (A op B) := (A op B) mod 2",

gdje je op zbrajanje, oduzimanje ili mnozenje.
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Aritmetika cijelih brojeva bez predznaka
.

Dakle, rezultat operacije ne mora biti isti kao da smo na
“modelnom” skupu Ny ili Z.

Primjer. Kad najve¢em prikazivom broju 2" — 1 dodamo 1,
rezultat je nula, jer je

(2" — 1)+ 1=((2" = 1)+ 1) mod 2" = 2" mod 2" = 0.
Analogno, 2 -2"1 =0, ali tek uz uvjet n > 1 (inace broj 2
nije prikaziv).

Matematicki cilj ovakve definicije aritmetike:

@ dobiti “dobru” algebarsku strukturu na cijelim
brojevima bez predznaka.

Isto vrijedi i za cijele brojeve s predznakom.
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Aritmetika cijelih brojeva bez predznaka
e,

Za pocetak, uocite:
@ rezultat ovako definiranih operacija je uvijek prikaziv,
Sto znaci da je skup svih prikazivih cijelih brojeva bez

predznaka zatvoren obzirom na ove operacije.

Iako cijeli brojevi bez predznaka modeliraju skup Ny, taj
skup ima “preslabu” strukturu (nema oduzimanja), pa se
struktura modelira prema skupu Z (prsten s jedinicom).

@ U pozadini ove realizacije aritmetike je klasicna
algebarska struktura prstena ostataka modulo 2".

Tu strukturu je korisno detaljnije opisati, jer bitno olaksava
razumijevanje cjelobrojne aritmetike (i one s predznakom).
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Prsten ostataka modulo 2"

Naime, skup svih prikazivih cijelih brojeva bez predznaka
Zon ={0, 1,2, ..., 2" =2 2"—-1}

je ujedno 1 standardni sustav ostataka koji dobivamo pri
cjelobrojnom dijeljenju s 2. Zato se 1 oznacava sa Zon.
Ako na njemu definiramo binarne operacije zbrajanja & i
mnozenja ® preko ostataka cjelobrojnih operacija + 1 -,
A® B :=(A+ B) mod 2",
A®B:=(A-B) mod 2",

onda (Zgn, @, ®) ima algebarsku strukturu prstena s 1.

U algebri se operacije & 1 @ obicno oznacavaju s Gon 1 Oogn.
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Prsten ostataka modulo 2" (nastavak)
o ———

Sto znaéi da je (Zon, ®, ®) prsten s jedinicom? Vrijedi:
@ (Zgn, D) je komutativna grupa (obzirom na zbrajanje),

@ (Zon,®) je polugrupa (obzirom na mnozenje), cak i
monoid, jer ima jedinicu 1 € Zign,

@ operacije @ 1 ® vezane su zakonom distributivnosti, tj.

A®BaC)=A0BaAGC,
(A®B)oC=460CaBoC,

za svaki izbor A, B, C' € Zon.

Dodatno, (Zan, @, ®) je i komutativni prsten s jedinicom, ali
nije polje (za n > 1), jer ima djelitelja nule (2 - 2" ! = 0).

UuR 2006, 5. predavanje — p.11/63



Prsten ostataka modulo 2" (nastavak)
I ————

Neka je “—A” jedinstveni suprotni element elementa A
obzirom na zbrajanje. Ocito je “—0” = 0, a za A # 0 vrijedi
“—A” =2"— A, jer je

AP “—A"=(A+ (2" — A)) mod 2" = 0.

Na kraju, oduzimanje © definiramo kao zbrajanje sa
suprotnim elementom

ASB:=A+“-B.

I tako smo dobili tri osnovne aritmeticke operacije na Zon,
koje se upravo na taj nacin realiziraju u racunalu za cijele
brojeve bez predznaka. U programskim jezicima se ove tri
operacije pisu znakovima +, — i % (za -, odnosno ®).
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Dijeljenje cijelih brojeva
e,

A sto je s dijeljenjem? To dosad nismo ni spomenuli!

S razlogom! “Obi¢no” dijeljenje ima smisla tek u strukturi
polja, poput racionalnih brojeva Q) ili realnih brojeva R.

Znamo da Ny 1 Z nisu polja. Isto vrijedi i za Zon, ¢im je

n > 1, a slucaj n = 1 je potpuno neinteresantan za praksu,
barem §to se ti¢e aritmetike cijelih brojeva (iako je vrlo
bitan za logicku algebru).

Sto sad?

Zamjena za “obi¢no” dijeljenje u cijelim brojevima je tzv.
dijeljenje s ostatkom. Podloga za to je poznati Euklidov
teorem o dijeljenju s ostatkom u skupu Z.
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Dijeljenje cijelih brojeva — Euklidov teorem
e

Fuklidov teorem. Za svaki cijeli broj a € Z 1 svaki prirodni
broj b € N, postoje jedinstveni brojevi ¢q, r € Z, takvi da je

a=q-b+r 1 0<r<b.

Broj ¢ je cjelobrojni kvocijent, a r ostatak pri dijeljenju a s b.

Ogranicenje 0 < r < b znaci da za ostatak r vrijedi
reZy:=40,1, 2, ..., b—1}
pa skup Z; zovemo standardni sustav ostataka modulo b.

Zvuci poznato: ako uzmemo divizor b = 2", dobivamo skup
svih prikazivih cijelih brojeva bez predznaka u racunalu.
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Dijeljenje cijelih brojeva — dvije operacije
.

Uocite da Euklidov teorem, odnosno, cjelobrojno dijeljenje s
ostatkom daje dva rezultata:

@ cjelobrojni kvocijent 1 ostatak.

Zgodno je odmah uvesti 1 oznake za obje ove operacije.

Nazalost, nema standardne matematicke oznake za
cjelobrojni kvocijent. Oznaka / standardno se koristi za
operaciju “obi¢nog” dijeljenja u poljima, ili se pisu razlomeci.
Kad napisem

a
b 111 —
a/ ili ;

to odmah asocira na obi¢no dijeljenje (Sto nije zgodno).
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Oznake za cjelobrojni kvocijent i ostatak

S druge strane, u nekim programskim jezicima (C, Fortran)
oznaka / se koristi i za cjelobrojno dijeljenje, ali to vrijedi

@ ako i samo ako su oba operanda cijeli brojevi.

Usput, isti princip da tip rezultata ovisi o tipu oba operanda
(tzv. “operator overloading”) vrijedi i za tri ranije operacije

s oznakama +, —, .

Da izbjegnemo moguc¢nost bilo kakve zabune,

@ za cjelobrojni kvocijent koristimo oznaku div,
ugledu na Pascal (oznaka / u C-u),

pPoO

@ a za ostatak postoji standardna oznaka mod, koju smo

ve¢ koristili (oznaka % u C-u).
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Definicija operacija za cjelobrojno dijeljenje
I am—aa

Precizna definicija ovih operacija izlazi direktno iz
Fuklidovog teorema.

Definicija. Neka su a € Z i b € N bilo koji brojevi, i neka su
q € 7Z (cjelobrojni kvocijent) i r € Z; (ostatak) jedinstveni
brojevi za koje vrijedi

a=q-b+r.
Operacije div i mod definiramo relacijama

adivb:=qe€Z, amodb:=r¢c Z.

Ova definicija operacije mod toé¢no odgovara onom Sto smo
ranije koristili.
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Dijeljenje cijelih brojeva — mala digresija
e,

Za pocetak, uocite da su obje operacije definirane na skupu
Z, x N, a kodomene su razlicite.

Mozda nekog zanima sto se zbiva na skupu Z x (Z \ {0}),
@ kad cjelobrojno dijelimo dva cijela broja (Sto, naravno,
ima smisla).
O tome malo kasnije, kod cijelih brojeva s predznakom.
Odmah jedno upozorenje:

@ stvar radi ocekivano (prema Euklidovom teoremu) samo
na skupu Ny x N.

Trenutno nam upravo taj skup 1 treba, da dobijemo
cjelobrojno dijeljenje za cijele brojeve bez predznaka (koji
modeliraju Np).
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Veza cjelobrojnog i obi¢nog dijeljenja

Zahtjev da je 0 < r < b, tj. da ostatak r pripada skupu Z,
daje jednostavnu vezu cjelobrojnog i obi¢nog dijeljenja (onog
u racionalnim brojevima).

Lako se vidi da vrijedi

a
adivb=g=|7|.
=10
Dakle, cjelobrojni kvocijent je “najvece cijelo” od obicnog
(racionalnog) kvocijenta.

Ova veza je specificna za izbor r € Z; i ne vrijedi za
drugacije sustave ostataka (a takve sustave mozemo izabrati,
kao §to ¢emo vidjeti).
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Prsten ostataka modulo b
I —

Za bilo koji fiksni divizor b > 2, na standardnom sustavu
ostataka modulo b, tj. skupu

Zy=1{0,1,2, ..., b—1}

mozemo definirati binarne operacije zbrajanja @, i mnozenja
®p preko ostataka cjelobrojnih operacija + 1 -,

A @y B:=(A+ B) mod b,
Lako se dokazuje da (Zy, @y, ®p) ima algebarsku strukturu
komutativnog prstena s jedinicom (kao i ranije za b = 2").

Ta struktura je polje ako 1 samo ako je b prost broj.
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Dijeljenje cijelih brojeva bez predznaka
L,

Sve Sto smo dosad rekli o cjelobrojnom dijeljenju s ostatkom
(zasad) vrijedi

@ samo za cijele brojeve, ili, preciznije, na Z X N.
Taj skup je “domena” za Euklidov teorem. Stoga su
operacije div i mod definirane bas na toj domeni.

A sto je s cjelobrojnim dijeljenjem s ostatkom u racunalu, tj.
na skupu Zso» prikazivih cijelih brojeva bez predznaka?

Odgovor: Potpuno isto kao da smo u cijelim brojevim.

Drugim rijec¢ima, dijeljenje s ostatkom cijelih brojeva bez
predznaka je naprosto

@ restrikcija “cjelobrojnih” operacija div 1 mod.
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Dijeljenje cijelih brojeva bez predznaka
e

Zasto? Uzmimo bilo koji fiksni divizor b > 2.

Neka su A€ Zyi B € Zy,, B> 0, bilo koji brojevi iz Z; koje
“smijemo dijeliti”. Podijelimo ih cjelobrojno, i pokazimo da
su kvocijent () := A div B i ostatak R := A mod B opet u
skupu Z,.

Znamo da opcenito vrijedi Q € Z, R € Zp (tj. 0 < R < B) i
A=Q -B+R.
Zbog 0 < A, B < b, odmah vidimo da je
0<@<b i 0<R<B<D,

Sto dokazuje (), R € Z,.

UuR 2006, 5. predavanje — p.22/63



Dijeljenje cijelih brojeva bez predznaka
e,

Naravno, cijela stvar vrijedi i za b = 2".
Zbog toga, dijeljenje s ostatkom u skupu Zsg» prikazivih
cijelih brojeva bez predznaka u racunalu

@ daje potpuno iste rezultate kao da dijelimo u Z (ili Np).

Dakle, nema ostataka modulo 2" i “Carolija” s prikazivoscu
rezultata.

Operacije div i mod su jedine aritmeticke operacije koje na
prikazivim cijelim brojevima bez predznaka Zo» daju iste
rezultate kao 1 na skupu Ny kojeg modeliramo.

Ponovimo jos jednom da ostale tri operacije +, — 1 -

@ daju cjelobrojni rezultat modulo 2".
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Euklidov teorem u prstenu ostataka modulo b
S

Uocite da za operacije div 1 mod na skupu Z; koristimo
Fuklidov teorem za cijele brojeve, tj. na domeni Z x N.

Pitanje: Kad znamo da je (Zy, @y, ®p) prsten, kao i (Z, +, ),
zasto ne uzmemo “prirodniju” domenu Z; X (Z \ {0})?

Odgovor: Na toj domeni, s pripadnim modularnim
operacijama @y 1 ®p, takoder, vrijedi FEuklidov teorem, ali
nema jedinstvenosti rezultata.

Euklidov teorem u prstenu (Z, ®y, ©p). Za svaka dva broja
A, B € Z,, B> 0, postoje brojevi Q, R € Z;, takvi da je

A=Qe®,B@y,R i 0<R<B,

ali t1 brojevi ne moraju biti jedinstveni.
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Euklidov teorem u prstenu ostataka modulo b
L,

Primjer. Uzmimo b = 23 = 8, tj. prsten (Zg, ®g, ®g), i
brojeve A =5, B = 4. Onda je (kao u cijelim brojevima)

b=1-4+1,
tj. bdiv4d =1, 5mod 4 = 1. Ali, zbog 2 ©®gs4 = 0 mod 8§,
vrijedi i
b=30®g4 ®g1 =13 mod 8§,
b=5®g4 Pg1 =21 mod S8,
b=T7T0®g4d Pg1 =29 mod 8.

Dakle, “modularni” kvocijenti su 1, 3, 51 7, a najmanji je
pravi.
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Cijeli brojevi bez predznaka — saZetak
TGS,

Ako imamo n bitova za prikaz brojeva, onda je skup svih
prikazivih cijelih brojeva bez predznaka jednak

Zon ={0, 1,2, ...,2"—2 2" —1}.

Prikaz broja B € Zo» dobiva se iz “prosirenog”’ zapisa tog
broja u bazi 2, s tocno n binarnih znamenki.

Aritmetika cijelih brojeva bez predznaka je modularna
aritmetika u prstenu (Zon, Baon, ©Oon ):

@ operacije +, — 1 - daju cjelobrojni rezultat modulo 2",

@ operacije cjelobrojnog dijeljenja s ostatkom div 1 mod
daju iste rezultate kao da dijelimo u Z (ili Ny).
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Cijeli brojevi u C-u — saZetak
TGS,

U programskom jeziku C:

@ cijelim brojevima bez predznaka odgovara tip koji se
zove unsigned 1int,

@ cijelim brojevima s predznakom odgovara tip koji se
zove 1nt.

Ovi tipovi postoje u nekoliko raznih velicina
@ standardna, short, long, a katkad i druge.
Razlike su u broju bitova n predvidenih za prikaz.
@ Zapis konstanti (vrijednost, navodenje tipa).
@ Zapis operacija 4+, — 1 - znakovima +, — 1 x*.

@ Zapis operacija div i mod znakovima /i %
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Cijeli brojevi bez predznaka u C-u — primjer 1
e I—————

#include <stdio.h>

int main(void) A
unsigned short i=65535; /* int ne pisem */

printf ("%d\n", i/10); /* 6553 */

1=1+3;
printf ("/%d\n", i); /* 2, a ne 65538 */

return O;

}

USHRT_MAX = 65535 u zaglavlju 1limits.h
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- Cijeli brojevi bez predznaka u C-u — primjer 2

#include <stdio.h>

int main(void) A
unsigned short 1=2, j=4;

i=i-j;
printf ("/%d\n", i); /* 65534, a ne -2 %/

return O;
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Cijeli brojevi u C-u — saZetak

I,
Primjer C programa za prikaz brojeva i ¢itanje brojeva.

Kod citanja, pretvorba iz niza znakova (dekadske znamenke
u dekadskom zapisu) u binarni zapis ide onim aritmetickim
pravilima koja odgovaraju TIPU broja (“Hornerov”
algoritam).
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Cijeli brojevi s predznakom
S

Cijeli brojevi s predznakom modeliraju skup Z cijelih
brojeva.

Ako imamo n bitova na raspolaganju za prikaz, onda skup
prikazivih brojeva ima 2" elemenata.

Medu prikazivim brojevima moraju biti i (neki) negativni
brojevi. Zgodno bi bilo da ih je podjednako mnogo kao i
pozitivnih (odnosno, nenegativnih) brojeva.

Standardni dogovor: u racunalu se prikazuje

@ najvec¢i moguci podskup uzastopnih brojeva iz Z koji je
“skoro” simetrican oko 0.

“Prava” simetrija bi dala neparan broj prikazivih brojeva.
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)
o ——————

To osigurava da negativnih brojeva ima podjednako mnogo
kao 1 nenegativnih.

Ako zelimo da polovina tih brojeva bude negativna, onda
njih mora biti tocno 2"~ !. Nenegativnih brojeva je, naravno,
isto toliko.

To znaci da je skup svih prikazivih cijelih brojeva s
predznakom jednak
Ly = { =21 =271 41, ... -1,
0,1, ...,2" " =2 271 -1},

Brojeve izvan tog skupa ne mozemo prikazati sa samo n
bitova.
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)

Najmanji i najvec¢i prikazivi cijeli broj s predznakom su,

redom
_27?,—1’ 2n—1 . 1

Tipi¢ne vrijednosti za ta dva “grani¢na” broja su:

n _2n—1 2n—1 —1
8 —128 127
16 —32 768 32 767

32 —2 147 483 648 2 147 483 647

Uocite da raspon prikazivih cijelih brojeva s predznakom nije
jako velik, ¢ak i za n = 32 (standard). Oprez!

Zato se danas sve viSe koristi n = 64 (zelja za n = 128).
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)
I ————

Kako stvarno izgleda prikaz brojeva u tih n bitova?

Prikaz pojedinih (prikazivih) brojeva potpuno je odreden s
dva zahtjeva:
@ nenegativnl brojevi imaju isti prikaz kao u cijelim
brojevima bez predznaka (dovoljno je to traziti samo za
jedan broj, na primjer, nulu),

@ aritmetika za te prikaze mora (kao i ranije, za brojeve
bez predznaka) dati “dobru” algebarsku strukturu na
cijelim brojevima s predznakom.

Prvi zahtjev je dosta jasan, ali Sto znaci drugi?
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)
T —_—

Kod brojeva bez predznaka, prikaz binarnim znamenkama je
o¢ito odgovarao aritmetici — recimo, ovako:

@ kad prikazu broja B (kao nizu bitova u bazi 2) dodamo
1, dobijemo to¢no prikaz broja B + 1.

(Hm, nismo ba$ puno razmisljali o tome).
Modularna aritmetika modulo 2" dodatno jos “zatvara krug”

na n bitova, tj. daje zatvorenost operacija, a onda 1 dobru
strukturu prstena s jedinicom na Zo» = {0, 1, ... , 2" —1}.

Zato gore, umjesto obicnog cjelobrojnog +, koristimo @on.
Potpuno isto mora vrijediti 1 za prikaze cijelih brojeva s

predznakom — inace nemamo jednostavnu realizaciju
aritmetike 1 dobru strukturu.
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)

Dakle, aritmetika za cijele brojeve s predznakom mora i
dalje biti ista, tj.

@ modularna aritmetika modulo 27,

samo je interpretacija sustava ostataka drugacija.

Skup svih prikazivih cijelih brojeva s predznakom
Ligw ={—2""1 ... ,—1,0,1,...,2"1 -1}

je, takoder, potpuni sustav ostataka modulo 2".

Na tom skupu opet mozemo definirati operacije zbrajanja i
mnozenja (bez posebnih oznaka) preko odgovarajucéih
ostataka cjelobrojnih operacija + 1 -. Kao 1 prije, dobivamo
strukturu prstena s jedinicom.
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)
T —"_ 5 5

A sad je lako dobiti prikaz svih negativnih brojeva.

Usporedimo skupove prikazivih brojeva bez predznaka i s
predznakom, tj. pripadne sustave ostataka modulo 2"),

Zon =40, 1, ..., 2" =1},
Ligw = {—2""1 ..., —=1,0,1, ..., 2" —1}.
@ Prvo “poklopimo” zajednicki dio nenegativnih brojeva
0,...,2" ! —1. Njihovi prikazi su isti!

@ Uocite da svi oni imaju vodeci bit jednak 0.

@ Zatim “zatvaramo krug’” dodavanjem jedan po jedan
modulo 2™ 1 “sparujemo” odgovarajuce brojeve.
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)
o ——

Prvi “dodaj jedan” modulo 2" daje

21 € Ziogm,

2" 1 — 1)+ 1) mod 2" = 2" ! mod 2" =
( ) +1)mo { —2""1 € Zgn,

tj. zatvara krug u Z,., pa “sparujemo’
—Qn_l - ZQ_n N 2n—1 & ZQn.

A dalje sve ide redom. Kad to ponovimo k puta, tj. dodamo
k modulo 2", izlazi:

2" 4 (k—1)€Zy <+ (21 —1)+k € Zpn,

zak=1,... 271
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)
o ———

Kad ovu relaciju malo preuredimo, supstitucijom za
negativne brojeve —B = —2""1 + (k — 1), dobivamo

“BE€Z; < 2"— BELn,

i to vrijediza B=1,...,2" 1.
Dakle, spareni brojevi se razlikuju za tocno 2",

To je jasno, jer moraju imati isti “pravi’ ostatak modulo 2".

Zakljucak: za B=1,...,2" 1
@ prikaz negativnog broja —B (s predznakom)
@ jednak je prikazu broja 2" — B (bez predznaka).
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)
o ———

Primjer. Prikaz broja —2"~! dobivamo tako da uzmemo
B = 2" (koji sam nije prikaziv s predznakom) i pogledamo
prikaz broja 2" — B bez predznaka:

—onh o on =9 = 1100 ... 00].
Ovdje koristimo skrac¢enu oznaku
| bit,,_1 bit, o bit,_3 ... bity bitg ]
za zapis vrijednosti svih n bitova u prikazu broja.
Primjer. Broj —1 ima prikaz (B = 1)

1 e 2"—1=[111...11].

UuR 2006, 5. predavanje — p.40/63



Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)
o —————

Primjer. Kad najvecem prikazivom broju (s predznakom)
2"~1 — 1 dodamo 1, rezultat je najmanji prikazivi broj (s
predznakom), jer je

"' -1 +1=(2""'—=1)+1) mod 2"
= 2" mod 2" = 2" € Z,...

Naravno, isti rezultat izlazi 1 obicnim binarnim “zbrajanjem
Y
prikaza”

(011 ...11]+[000...01]=[100 ... 00].

Uocite da nema prijenosa.
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)

Primjer. Analogno, zbrajanju (—1) + 1 = 0 odgovara
binarno “zbrajanje prikaza’

(111 ...11]4[000...01]=1[000 ... 00].

Ovdje imamo prijenos, ali se on “modularno” ignorira.
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Cijeli brojevi s predznakom (nastavak)
o ———

Dakle, prikaz negativnih brojeva je posljedica one iste
modularne aritmetike koja vrijedi 1 za cijele brojeve bez
predznaka.

Tehnicki gledano, tri osnovne operacije 4+, — i - na cijelim
brojevima u racunalu se izvrsavaju

@ potpuno jednako (istim “elektronickim krugovima”) za
cijele brojeve s predznakom 1 bez njega,

Vazni su samo bitovi u prikazu, a ne i njihova interpretacijal

Za cjelobrojno dijeljenje to ne vrijedi (v. malo kasnije).
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Vodecéi bit — predznak
S

U prikazu cijelih brojeva s predznakom
@ svi nenegativni brojevi imaju vodec¢i bit jednak 0, a
@ svi negativni brojevi imaju vodec¢i bit jednak 1.

Zato se vodeci bit obiéno zove i bit predznaka (engl. sign).

Taj naziv, nazalost, moze zavesti na pogresnu ideju o
prikazu. Prikaz cijelih brojeva s predznakom se ne dobiva
kao:

@ bit predznaka i prikaz apsolutne vrijednosti broja (bez
predznaka, s bitom manje).

Za razliku od ovog, kod “realnih” brojeva to vrijedi, sto
samo povecava mogucnost zabune.
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Veza broja i prikaza s predznakom
S

Zasad znamo da za prikaz cijelih brojeva s predznakom
vrijedi:
@ nenegativni brojevi B =0,...,2" ! — 1 imaju isti
prikaz kao 1 bez predznaka,
@ negativni brojevi B = —1,...,—2""! imaju isti prikaz
kao 1 brojevi 2" + B bez predznaka.

Tj., imamo dva razlicita sluc¢aja, ovisno o “predznaku” broja.

Da bismo dobili vezu izmedu n bitova u prikazu broja B s
predznakom i samog broja, postupamo na sljede¢i nacin.

Broju B € Z5, pridruzimo broj B’ € Zgn, tako da B s
predznakom ima isti prikaz na n bitova kao i broj B’ bez
predznaka. Taj broj B’ oznacavamo s prikaz(B).

UuR 2006, 5. predavanje — p.45/63



Veza broja i prikaza s predznakom (nastavak)

Vec¢ znamo da je

B, za B=0,... 2"1 1
M4+ B, za B=-1,... -2 1

prikaz(B) = {

Nama treba “obratna”’ veza:

B— prikaz(B), za prikaz(B) =0,... 2"t — 1,
| prikaz(B) — 2", za prikaz(B) =2

jer prikaz(B) ima jednostavnu vezu sa svojim bitovima.

A onda je lako.
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Veza broja i prikaza s predznakom (nastavak)
o ———

Neka je
| bit, 1 bit,_o ... bit; bitg]

zapis prikazivog cijelog broja B € Zg. s predznakom, gdje su
bit; € {0,1} bitovi u prikazu, za¢=0,... ,n — 1.

Po definiciji, prikaz(B) ima isti zapis bez predznaka, pa su
bitovi bit; bas binarne znamenke broja prikaz(B), tj. vrijedi

prikaz(B) := bit,_; - 2"' 4 - -+ 4 bit; - 2 + bit.

Supstitucijom u “obratnu” vezu odmah dobivamo relacije za
B preko bitova u njegovom prikazu s predznakom.
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Veza broja i prikaza s predznakom (nastavak)
o —————

Opet imamo dva slucaja, ovisno o “predznaku’:
@ B=0,...,2%71 —-1,tj. B>0 <= bit,_; =0 itada
je
B =(0-2""") + bit,_g - 2" % + -+ 4 bity - 2 + bitg
= bit,,_o - 2% 4+ - -+ + bit; - 2 + bity,

@ B=-1,...,-2"1 tj. B<0 <= bit,_; =1 itada
je
B = (1-2""" 4 bit,_o-2"% + - + bit; - 2 + bitg) — 2"
= (bity_g - 2" % 4 - - + bit; - 2 4 bitg) — 2",

Za negativne B, bitovi bit; nisu binarne znamenke od B.
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Komplement bita
I am—aa

Sad ¢emo izvesti jedno jednostavno pravilo o prikazu koje
vrijedi (u istom obliku) za sve prikazive brojeve.

Prvo moramo uvesti pojmove komplementa jednog bita 1

komplementa broja (bez predznaka).

Definicija. Komplement bita (binarne znamenke) b € {0, 1},
u oznaci b, definiramo ovako:

b:=1-—0b.

Odmah vidimo da je
0=1, 1=0,

pa je operacija komplement aritmeticki ekvivalent negacije.
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Komplement broja bez predznaka
I am—aa

Definicija. Komplement prikazivog cijelog broja B’ € Zn
(bez predznaka) na n bitova definiramo ovako:

@ nademo prikaz broja B’, tj. svih n bitova u prikazu,
(b1 by ... by by,

@ komplementiramo svaki bit u prikazu, b} +— b/,

[Bn,—l bn_Q 61 60],

@ oc¢itamo broj B &iji je to prikaz.

Ovo mozemo definirati i za brojeve s predznakom, ali nam
nec¢e trebati (da ne stvara zabunu).
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Komplement broja bez predznaka (nastavak)
o ———————————————

Dakle, ako je B' € Zsyn oblika

B =0 -2 b 2" b2 4B,
onda je, o¢ito, B’ € Zon i vrijedi

B =0 -2 b 2" b2 4B,

Uocimo da za svaki bit vrijedi b+ b = 1 i zbrojimo ove dvije
relacije. Dobivamo

B+B =1.2t1+1.2"24+...401.24+1-1
:277,—1_|_2n—2_|__|_2_|_1
— 2" 1,
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Prikaz suprotnog broja preko komplementa
L,

Prebacimo 1 s desne na lijevu stranu
B +B+1=2",
1 zapisimo ovu relaciju “modularnim zbrajanjem” @9 U Zogn
B' @9 (B @®an 1) = 0.

Dakle, jedinstveni suprotni element (inverz obzirom na
zbrajanje) elementa B’ € Zgn jednak je B’ @gn 1.
Drugim rije¢ima, suprotni broj dobivamo tako da
@ komplementiramo broj (odnosno, njegov prikaz) i
@ dodamo 1 modulo 2".
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Prikaz suprotnog broja preko komplementa
S

Napomena. Modularno dodavanje jedinice sluzi samo za
B’ =10. Tada je B' = 2™ — 1 i moramo dodati 1 modularno,
da opet dobijemo 0 kao suprotni element.

Za B' € Zon i B’ > 0, suprotni element je B’ + 1.
Potpuno isto “pravilo” vrijedi i za brojeve s predznakom!

Prisjetimo se da je prikaz negativnih brojeva iz Z;n
“podeSen” tako da modularna aritmetika radi korektno.

To znaci da za svaki B € Z,, vrijedi
prikaz(B) @gn prikaz(—B) = 0.

Ovdje —B treba smatrati suprotnim elementom od B u Zs..
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Prikaz suprotnog broja preko komplementa
S

Znamo da je prikaz(B) = B’, za neki B’ € Zgyn, pa mora biti
prikaz(—B) = B’ @ 1,
zbog jedinstvenosti suprotnog elementa u Zon

Opet, prikaz suprotnog broja prikaz(—B) dobivamo tako da
@ komplementiramo prikaz samog broja prikaz(B) = B’ i

@ dodamo 1 modulo 2".

Ovaj zakljucak je direktna posljedica modularne aritmetike
U Zgn 1 ne ovisi o tome koji broj B’ € Zy» izaberemo za
prikaz zadanog broja B € Z... Zato i treba dodatno fiksirati
prikaz barem jednog broja iz Z,. (na primjer, B = 0) da
dobijemo jedinstvenost prikaza.
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Dijeljenje cijelih brojeva s predznakom
e

Prosli puta smo uveli operacije div (cjelobrojni kvocijent) i
mod (ostatak) na skupu Z x N.

Definicija. Neka su a € Z i b € N bilo koji brojevi, i neka su
q € 7Z (cjelobrojni kvocijent) i r € Z;, (ostatak) jedinstveni
brojevi za koje vrijedi

a=q-b+r.
Operacije div i mod definiramo relacijama

adivb:=qge€Z, amodb:=1r & Z.

Za pocetak, uocite da su obje operacije definirane na skupu
Z, x N, a kodomene su razlicite.
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Dijeljenje cijelih brojeva s predznakom
e,

Sad nam treba prosirenje na skup Z x (Z \ {0}),

@ kad cjelobrojno dijelimo dva cijela broja (Sto, naravno,
ima smisla),

da dobijemo cjelobrojno dijeljenje za cijele brojeve s
predznakom Z,. (koji modeliraju Z).

Naravno, ideja je ista kao i kod brojeva bez predznaka.
Cjelobrojno dijeljenje ili dijeljenje s ostatkom cijelih brojeva
s predznakom je naprosto

@ restrikcija odgovarajucih operacija div i mod.

Dakle, treba nam prosirenje tih operacija na Z x (Z \ {0}).

Medutim, ne postoji dogovoreni standard za to proSirenje.
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Dijeljenje cijelih brojeva s predznakom
e,

U vecini programskih jezika (ukljucivo i C) vrijedi da

@ stvar radi o¢ekivano (prema Euklidovom teoremu) samo
na skupu Ny x N.

Dakle, za nenegativne brojeve s predznakom dobivamo
ocekivane (i korektne) rezultate u cjelobrojnom dijeljenju.

A za negativne operande? Nije precizno definirano!
Na primjer, C standard (knjiga Kernighan, Ritchie) kaze:

@ ako je barem jedan od dva operanda negativan, rezultat
ovisi o implementaciji.
Dakle, nije predvidiv — isti program moze davati razlicite
rezultate, ovisno o racunalu i izboru C compilera.
Zato — citajte upute ili, naprosto, probajte!
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Dijeljenje cijelih brojeva s predznakom
O OECeem————

Eksperiment:
@ test—program divmod.c (pokazil),
@ Intelov C++ compiler (verzija 9.0.025), na TA-32.

Rezultati g =a divbir =a mod b za a = £5, b = £3:

a b qg r

> 3 1 2
-5 3 -1 =2
o —3 —1 2
-5 -3 1 =2

Operacije div i mod interpretiramo na Z x (Z \ {0}).
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Veza cjelobrojnog i obi¢nog dijeljenja
I

Klju¢ za interpretaciju:

@ kvocijent se uvijek “zaokruzuje” prema nuli,

=i (2)-J2]]

@ ostatak ima isti predznak kao 1 a.
r = sign(a) - (la| mod |b]).
Za ostatak r ovdje vrijedi:

@ 0<r<|bl,zaa>0,
Q@ —|b|<r<0,zaa<0.
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Veza cjelobrojnog i obi¢nog dijeljenja
S

Razlog: standardno ogranicenje na ostatak 0 < r < b, tj.
r € 4y, odgovara cijelim brojevima bez predznaka.

Medutim, kod brojeva s predznakom imamo 1 negativne
brojeve, pa (mozda) ima smisla dozvoliti da i ostaci budu
negativni (u nekim slucajevima).

Prednosti ovakve “definicije” operacija div i mod na skupu
7. x (Z\ {0}):
@ bez obzira na predznake od a 1 b,

@ dobivamo iste apsolutne vrijednosti kvocijenta ¢ i
ostatka 7,

tj. samo predznaci od ¢ 1 r ovise o predznacima od a 1 b.

Ovo je 1 najcesca realizacija cjelobrojnog dijeljenja u praksi.
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Cijeli brojevi s predznakom — saZetak
L arhh——

Ako imamo n bitova za prikaz brojeva, onda je skup svih
prikazivih cijelih brojeva bez predznaka jednak

Ly ={ =271, =21 41, ... -1,
0,1, ...,2" " =2 271 -1},

Za prikaz broja B € Zg. vrijedi:
@ nenegativni brojevi B =0, ... ,2" ! — 1 imaju isti
prikaz kao 1 bez predznaka,
@ negativni brojevi B = —1,...,—2""! imaju isti prikaz
kao 1 brojevi 2" + B bez predznaka.
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Cijeli brojevi s predznakom — saZetak
G

Osim toga, prikaz suprotnog broja —B dobivamo tako da

@ komplementiramo prikaz samog broja 1 dodamo 1
modulo 2".

Aritmetika cijelih brojeva s predznakom je modularna
aritmetika modulo 2" na sustavu ostataka Z;..

@ To vrijedi za operacije +, — 1 -.
Operacije cjelobrojnog dijeljenja s ostatkom div i mod daju
iste rezultate kao da dijelimo u Z,

@ ali treba provjeriti kako se dobiva prosirenje ovih
operacija s Ng x Nna Z x (Z \ {0}).
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Cijeli brojevi — klasi¢ne greske

Primjer. Racunanje n! u cjelobrojnoj aritmetici. (Pokazi!)
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