Racunalo je izracunalo. ..

Nekoliko fama o racunalima:
e racunalom se sve moze izracunati;
e rjesenje se uvijek dobiva u kratkom vremenu;

e racunalo uvijek daje tocne rezultate.

Izvori gresaka kod rjeSavanja problema su:
e model,
e metoda za rjeSavanje modela,
e ulazni podaci (mjerenja),
e aritmetika rac¢unala.

Moze 1i greska aritmetike biti dominantna u odnosu na os-
tale, tako da je rezultat zbog nje besmislen?” MOZE!

Grijese ljudi, rijetko rac¢unala (u novije vrijeme samo greska
dijeljenja u jednoj seriji Pentium procesora 1994. godine).

U racunalu postoje dva bitno razlicita tipa brojeva:
e cijeli brojevi,
e realni brojevi.

Oba skupa su konac¢ni podskupovi Z, odnosno R. Za
prikaz oba tipa koristi se baza 2.



Cijeli brojevi: duljina n bitova, aritmetika, — modularna a-
ritmetika u prstenu ostataka modulo 2", samo je sistem os-
tataka simetrican oko 0, tj.

—on=t .. —1,0,1,...,2" 1 —1.

Realni brojevi: mantisa m i eksponent e:
r=4m-2°,

e cijeli broj u odredenom rasponu, a m racionalni broj za
koji je 1/2 < m < 1 (tj. mantisa zapocinje s 0.1...). Za
r = 0, mantisa je 0.

Eksponent — s-bitni cijeli broj, mantisa — prvih ¢ znamenki
iza binarne tocke.

mantisa eksponent

Lt Imafme| - Ima | [ £ Jesafess] - | e |

Skup realnih brojeva u racunalu parametriziran duljinom
mantise i eksponenta, u oznaci R(s, t).

Ne moze se svaki realni broj egzaktno spremiti u racunalo.
Ako z € R (unutar prikazivog raspona) oblika

r =+ ( > b_kQ‘k) 2,
k=1

a mantisa ima viSe od ¢ znamenki, sprema se najbliza apro-
ksimacija fl(x) € R(t, s) koja se moze prikazati kao

fl(z) =+ (él b kz—’f) 2¢".



Zaokruzivanje: greska manja ili jednaka 27'=17¢. Relativno,
greska je manja ili jednaka,

- Al

T = 9-1.9¢

2—t—1+e

27" — jedini¢na greska zaokruzivanja (engl. unit roundoff) —
oznaka u.

IEEE standard

single double | extended
duljina, 32 bita 64 bita 80 bitova
mantisa | 23+ 1 bit | 5241 bit | 64 bita
eksponent | 8 bitova | 11 bitova | 15 bitova
U 2—24 2—53 2—64
5.96-107%1.11-107%|5.42 .10~
raspon 10i38 10:&308 10i4932

Osnovna pretpostavka: za osnovne aritmeticke operacije (o
oznacava +, —, *, /) nad x,y € R(s, t) vrijedi

fillzoy)=(1+e¢)(zoy), (1)

zasve x,y € R(s,t) za koje je x oy u dozvoljenom rasponu.
Inace postoje rezervirani eksponenti koji oznac¢avaju “poseb-
no stanje”.

e < u,

Znacenje fl( ) — rezultat dobiven ra¢unalom za operaciju
x o y. Model — izracunata vrijednost z oy “jednako dobra”
kao zaokruzen egzaktni rezultat, u smislu da je u oba slucaja
jednaka ocjena relativne greSke. Model ne zahtijeva da je za
xoy € R(s,t) greska e = 0.



Interpretacija desna strane u (1) — egzaktno izvedena ope-
raciju o na malo perturbiranim podacima. Koje su opera-
cije opasne ako nam je aritmetika egzaktna, a podaci malo
perturbirani, tj. ako je |e,|, |, < u?

o: mnozenje — benigno
rt(l+e)*xy(l+e) mzy(l+e,+¢,):=axy(l+e,),

uz ocjenu |e,| < 2u.

o: dijeljenje — benigno
r(l+e) z
y(+e) 'y

uz ocjenu |g/| < 2u.

(1+e)(1—g,) = 5(1 +e),

x i y proizvoljnog predznaka. Za zbrajanje (oduzimanje)

vrijedi:
TEx T YEy
z(l+e)+y(l+eg)=(x+y)(l+——"),
(e +y(re) = @)L+ T 2
ako je x +y # 0, pa definiramo
_ TELTYEy T Y

+

€ €
- r+y r+y ! T+Yy

Ey-

x 1y brojevi istog predznaka — benigno

Y
r+y

o
x4yl

<1, @)

pa je |e+| < 2u.
x 1y imaju razli¢ite predznake — opasno, jer kvocijenti u (2)
mogu biti proizvoljno veliki.



OPASNOST - rezultat zbrajanja brojeva suprotnog
predznaka = broj koji je po apsolutnoj vrijednosti mnogo
manji od polaznih podataka.

Primjer na racunalu u bazi 10. Mantisa: 4 dekadske zna-
menke, eksponent 2 i

z = 0.88866 = 0.88866 - 10°, y = 0.88844 = 0.88844 - 10°.
Umjesto brojeva x i y, spremili smo

fi(x) =0.8887-10°, fi(y) = 0.8884 - 10"

i napravili malu relativnu gresku. Oduzimamo znamenku po
znamenku mantise, pa normaliziramo

0.8887 - 10" — 0.8884 - 10" = 0.0003 - 10" = 0.3?77 - 1073,

? —znamenke koje viSe ne mozemo restaurirati, pa racunalo
na ta mjesta upisuje 0. Pravi rezultat 0.22 - 1072 — prva
znacajna znamenka pogresnal

Oduzimanje bilo egzaktno za fl(x) i fi(y), ali rezultat je
pogresan. Katastrofa — ako 0.3777 - 1073 ude u naredna
zbrajanja i oduzimanja i ako se pritom “skrati” i ta trojka.

Primjer. Vrijednost f(z) = (z — n)'Y, gdje je n € Ny
racunamo rac¢unalom u okolini to¢ke n, prvo direktno po
formuli kako je napisano, a zatim koristenjem razvoja u Tay-
lorov red oko tocke 0. Sto je tocnije?

Taylorov red oko 0 je

o= = B ()or - 3)

k=0
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U okolini tocke n lijeva strana (3) je mali broj. Koeficijenti
desne strane (3) su alternirajuéi i rastu s porastom n. U
sumi mora do¢i do kracenja, pa je rezultat bolje izracunati
direktno. Grafovi desnih strana u (3) zan =0,1,...,5.
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Primjer. Taylorovi redovi za e” i sin x oko 0 konvergiraju

za proizvoljan x € R. Zbrajanjem dovoljno mnogo clanova —

u principu mozemo dobro aproksimirati vrijednosti funkcija.
Ako to napravimo racunalom, rezultat ¢e biti zanimljiv.
Greska metode — Taylorov red aproksimiramo Taylorovim
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polinomom

A()
k!

pa) = ¥ et 4 Ry (),

uz gresku

(n+1)
R Ll

& neki broj izmedu 0 i . Trazeni Taylorovi polinomi su

k k .2k+1
U TN 3 Sty I
CRZ T IR E o

Vrijedi
nmw

(n) — ) (M) — el
(e°)" =€, (sinx)"™ = sin (w + > ),
pa su pripadne greske odbacivanja
&n+1 : 2n+3 2n+3
e~T s + ™)x
’ R2n+3(x) - (5 2 ) ’
(n+1)!

R, =
#1(2) (2n + 3)!
Za x > & > 0 dobivamo ocjene

exxn-i—l
(n+1)V
sin(€ 4 253 )2t T

(2n + 3)! (2n + 3)!

Prvi odbageni ¢lan ispod zadane tocnosti € = 10717 —

|Rn+1(x)| S

2n+3

|Roni3(z)] =

greska odbacivanja manja ili jednaka

X X
{e e zae’, (4)
e zasinz.

157 257

, sin(257) i e”" koristenjem

Taylorovog reda oko 0 u extended preciznosti.

[zracunajmo sin(157), e
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Primjer je izabran tako da je sin(157) = sin(257) = 0,
dok su druga dva broja vrlo velika.
SIN(157) jyeie = 9.3241 - 10718
Sin(157) g0y = —2.8980 - 107+
|greska odbacivanja| < 2.7310- 107
relativna greske = 3.1081 - 10'°

|maksimalni ¢lan| = 1.6969 - 10"

SIN(2577) jukeie 1.6697 - 10717

SiN(257) puer = 3.0613 - 10*
|greska odbacivanja| < 5.8309 - 107
relativna greska = 1.8334 - 10%

|maksimalni ¢lan| = 5.7605 - 10°?

exp(157) jsese = 2.9218 - 10%

exp(157) ruyer =  2.9218 - 10%

|greska odbacivanja| <  2.7600 - 10
relativna greska = 1.4238-10718

|maksimalni ¢lan| = 1.6969 - 10"

exp(257) jyee = 1.2865 - 103

exp(257 ) oo = 1.2865 - 10>
|greska odbacivanja| <  2.3782- 10"
relativna greska = 7.0013-107°

|maksimalni élan| =  5.7943 - 10%%.
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clanovi reda sin(157)
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Objasnjenje — ocito. Za sin x, rezultat je malen broj koji
je dobiven — oduzimanjem velikih brojeva, pa je netocan.
Kod e*, uvijek imamo zbrajanje brojeva istog predznaka, pa
je rezultat tocan. O
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Primjer. Poredak operacija nije beznacajan. Zadan je li-

nearni sustav
0.000lx1 + 29 =1

T+ T9 = 2.

Jedinstveno rjesenje z; = 1.0001, 2o = 0.9998.

RjeSavanje racunalom koje ima 4 decimalne znamenke
mantise i 2 znamenke eksponenta, onda njegovo rjesenje ovisi
o poretku jednadzbi. Sustav zapisan u takvom racunalu
pamti se kao

0.1000 - 103 21 + 0.1000 - 10" 29 = 0.1000 - 10*

5
0.1000 - 10" 1 + 0.1000 - 10' 25 = 0.2000 - 10°. (5)

Mnozenjem prve jednadzbe s 10* i oduzimanjem od druge,
dobivamo drugu jednadzbu:
(0.1000-10'—0.1000-10°) &5 = 0.2000-10'—0.1000-10°. (6)

Racunalo mora oduzimati: manji eksponent postaje jednak
vetem, a mantisa se denormalizira. Dobivamo

0.1000 - 10! = --- = 0.0001 - 10* = 0.0000|1 - 10°.

Zadnju znamenku nemamo gdje spremiti — mantisa postala
0. Sli¢no je i s desnom stranom. Zbog toga (6) postaje

—0.1000 - 10° 25 = —0.1000 - 10°,

pa joj je rjesenje x5 = 0.1000 - 10'. Uvrstavanjem u prvu
jednadzbu, dobivamo:

0.1000 - 1072 2; = 0.0000,
pa je x1 = 0, Sto nije niti priblizno toc¢an rezultat.
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Promijenimo li poredak jednadzbi u (5), dobivamo

0.1000 - 10" 21 + 0.1000 - 10 25 = 0.2000 - 10
0.1000 - 1073 2y + 0.1000 - 10" 5 = 0.1000 - 10".

(7)

Mnozenjem prve jednadzbe s 10~* i oduzimanjem od druge,
dobivamo drugu jednadzbu

(0.1000-10' —0.1000-10"%) 23 = 0.1000- 10" —0.2000- 103,

(8)
pa se (8) svede na 0.1000 - 10! z5 = 0.1000 - 10!, tj. 25 =
0.1000-10%. Uvrstavanjem u prvu jednadzbu u (7) dobivamo

0.1000 - 10' z; = 0.1000 - 10%,

paje x; = 0.1000-10%, §to tocan rezultat korektno zaokruzen
na Cetiri decimalne znamenke. O
Promasaj raketa Patriot. Patriot rakete nisu usp-
jele pronadi i oboriti Scud.
Razlog katastrofe: vrijeme u rac¢unalu brojilo se desetinka-
ma sekunde proteklim od trenutka od kad je ra¢unalo upal-
jeno. Desetinka u binarnom prikazu:

0.130 = (0.00011)s.

Realne brojeve u tom racunalu prikazivali su koristenjem
mantise (nenormalizirane) duljine 24 bita. Spremanjem 0.1
u registar Patriot racunala, napravljena je gresSka priblizno
jednaka 9.5 - 1078,

Zbog stalne opasnosti od napada Scud raketama, racunalo
je bilo u pogonu 100 sati — ukupna greSka nastala greSkom
zaokruzivanja je

100-60-60-10-9.5-107% = 0.34s.
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Scud putuje brzinom 1676 m /s, pogreska u polozaju vecéa od
pola kilometra. O

Eksplozija Ariane 5. 37 sekundi nakon lansiranja
izvrsila je samounistenje. Razlog katastrofe: program je
pokusao pretvoriti preveliki 64-bitni realni broj u 16-bitni
cijeli broj. Racunalo je javilo gresku, sto je izazvalo samo-
uniStenje. O

Potonucée naftne platforme Sleipner A. Naftna
platforma Sleipner A potonula je prilikom sidrenja. Ra-
zlog katastrofe: kod projektiranja platforme upotrijebljena
metoda konacnih elemenata s nedovoljnom tocnoscu. O

Zakljucak

Ponasanje rezultata se moze predvidjeti — strah je nepo-
treban, a oprez nuzan. Imamo li sumnju da je oduzimanjem
brojeva doslo do kraéenja, svakako treba pokuSati problem
preformulirati ili provjeriti drugom metodom i/ili u visoj
toc¢nosti. Jasno je da treba poznavati i greske metode.
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