BAYESOVE MREZE

PocrLAvLJE 14.1-3

Prema slajdovima Stuarta Russella (hvala)!

Poglavlje 14.1-3 1



Sadrzaj

> Sintaksa
{> Semantika

{»> Parameterizirane distribucije
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Bayesove mreze

Jednostavna, grafi¢cka notacija za tvrdnje o uvjetnoj nezavisnosti i za
sazetu specifikaciju zajednic¢ke (zdruzene) distribucije vjerojatnosti.

Sintaksa Bayesove mreZe:
— skup &vorova, jedan po svakoj varijabli (varijabla = ime &vora),
— usmjereni, acikli¢ki graf (engl. “directed acyclic graph”, DAG)
smjer veze ~ "direktni utjecaj’ roditelja na dijete,
— uvjetna distribucija za svaki ¢vor, za dane njegove roditelje:
P (X, | Parents(X;)) — kvantificira utjecaj roditelja na dijete.

U diskretnom sluéaju, uvjetna distribucija je reprezentirana
tablicom uvjetne vjerojatnosti (engl. “conditional prob. table”, CPT)

koja daje distribuciju preko svih vrijednosti X;, za svaku kombinaciju
vrijednosti roditelja.
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Jednostavni primjer

Topologija mreZe (grafa) — &vorovi i veze medu njima,
zadaje odnose uvjetne nezavisnosti u domeni:

Toothache @

Weather je nezavisna o svim preostalim varijablama — nema veza.

Veze oznadavaju da je Cavity direktni uzrok za Toothache i Catch.

Toothache i Catch su uvjetno nezavisne za dan (poznat) Cavity
nema direktne veze izmedu njih.
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Primjer

Pri¢a: Imam novi protuprovalni alarm kod kuce. On je dosta pouzdan
u otkrivanju provale, ali katkad reagira i na manje potrese (Kalifornija).

Imam dvoje susjeda, Johna i Mary, koji su obecali da ¢ce me nazvati na
posao, ako ¢uju alarm.

John gotovo uvijek nazove kad ¢uje alarm, ali ga ponekad zamijeni sa
zvonjavom telefona, pa me i tad nazove.

S druge strane, Mary voli glasnu muziku i ¢esto uopée ne €uje alarm.

Problem: Ako znam tko je ili nije zvao (dokazi), Zelim znati
kolika je vjerojatnost stvarne provale.

Na primjer, John je zvao, a Mary nije.
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Primjer — nastavak

Varijable: Burglary, Earthquake, Alarm, JohnCalls, MaryCalls
Katkad koristimo skracene oznake prvim slovom: B, E, A, J, M

Topologija mreZe reflektira “kauzalno” = uzroéno znanje:
— Provalnik moze aktivirati alarm
— Potres moZe aktivirati alarm
— Alarm moZe prouzroditi Johnov poziv
— Alarm moZe prouzroditi Maryin poziv

Uoditi:
— Poziv ovisi samo o alarmu, a ne o stvarnoj provali ili potresu
— Ako ¢uju alarm, pozivi su nezavisni (ne dogovaraju se o tome).

Evo | mreZe, zajedno s tablicama uvjetnih vjerojatnosti u ¢vorovima.
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Primjer — Bayesova mreza
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Zapis vjerojatnosti preko CPT

Tablice uvjetnih vjerojatnosti (CPT) u ¢vorovima sadrze:

— po jedan redak za svaku mogucu kombinaciju vrijednosti svih
roditeljskih ¢vorova (tzv. “uvjetni slu&aj”),

— po jedan stupac za svakog roditelja (prednji dio tablice),
— po jedan stupac za svaku mogucu vrijednost varijable u tom &voru
(straznji dio tablice = popis vjerojatnosti).

U ¢évoru bez roditelja, CPT ima samo jedan redak — to su
poletne (a priori) vjerojatnosti za svaku mogucu vrijednost varijable.

Uoditi: zbroj svakog retka tablice (u straznjem dijelu) mora biti 1,
zato stupac za “zadnju” vrijednost varijable smijemo ispustiti!

Tabli¢ni prikaz uvjetnih vjerojatnosti je prikladan za diskretne varijable.

Postoje i drugi prikazi — neki su prikladni i za neprekidne varijable.
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Kompaktnost — sazetost zapisa

CPT za Booleovu varijablu X; s k& Booleovih roditelja /@)
ima 2" redaka — za sve kombinacije vrijednosti roditelja. ﬁ

Svaki redak zahtijeva samo jedan broj p za X, = true @ @
(broj za X; = false je upravo 1 — p).

Sazetost zapisa potpune zdruZene distribucije vjerojatnosti preko CPT:
ako imamo n Booleovih varijabli (radi jednostavnosti)
i svaka varijabla/&vor ima najvide k roditelja,

cjelokupna mre#a zahtijeva O(n - 2%) brojeva.

Ovo raste linearno s n, nasuprot O(2") za potpunu distribuciju.

Za provalni¢ku mreZzu, imamo samo 1 + 1 + 4 4+ 2 + 2=10 brojeva
(preostalih 10 su 1 — p), nasuprot punih 2° — 1 = 31.

Zan =301k =5, dovoljno je 960 brojeva (prema 2°V).
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Semantika Bayesovih mreza

Do sada — opisali $to je mreZa (kako izgleda), ali ne i njezino zna&enje.
Postoje dva pogleda na semantiku — naravno, ekvivalentna.

Prvi = globalni: mrezZa je prikaz zdruZene distribucije vjerojatnosti
pomaZe u tome kako treba konstruirati mreze.

Drugi = lokalni: mreZa je prikaz skupa ¢injenica o uvjetnoj nezavisnosti
pomaZe u projektiranju postupaka zakljucivanja.

Na razini sintakse, Bayesova mreza je
usmjereni acikli¢ki graf (DAG),
s nekim numeri¢kim parametrima vezanim za svaki ¢vor.
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Globalna semantika

Globalna semantika definira potpunu zdruZenu distribuciju /@)
kao produkt odgovarajucih numeri¢kih parametara iz ﬁ

zadanih tablica u ¢vorovima. @ @
Svaka pojedina vrijednost u zdruZenoj distribuciji je
vjerojatnost konjunkcije konkretnih vrijednosti svake varijable,
uoznaci P(X1=uxy,..., X, =x,) = Plxy,...,2p).

Globalna semantika definira
n
P(xy,...,xp) = def. = H 0(x; | parents(X;)),
1=1
gdje je O(x; | parents(X;)) odgovarajuéi parametar iz tablice u ¢voru
X, za dane vrijednosti ¢vora (x;) i njegovih roditelja (parents(X;)).
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Globalna semantika — nastavak

|z te definicije slijedi da ovi parametri moraju biti upravo odgovarajuce
uvjetne vjerojatnosti P(x; | parents(X;)), pa vrijedi

n
P(xy,...,zp) = H P(x; | parents(X;)).
1=1
Dakle, tablica u svakom ¢voru je lokalna uvjetna distribucija
P(X; | Parents(X;)).
Drugim rije¢ima, pocetna interpretacija je korektna.

Ovo je “numeri¢ka” semantika — faktorizacija zdruzene distribucije.

MoZe se koristiti i za zaklju¢ivanje — zbrajanjem (kao prije). Medutim,
ima i boljih nadina.
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Globalna semantika — ilustracija

Globalna semantika definira potpunu zdruZenu distribuciju /Q::_)
kao produkt lokalnih uvjetnih distribucija: ﬁ

P(xy,...,xn) =[], P(z; | parents(X;)). ORR 0
Nadimo vjerojatnost da se alarm aktivirao, s tim da nije bilo ni provale
ni potresa, a zvali su i John i Mary.

U skracenim oznakama, trazimo P(j, m,a,—b, —e).

Zapisom preko lokalnih uvjetnih vjerojatnosti i mnoZenjem vrijednosti
iz tablica, dobivamo

P(j,m,a,=b,=e) = P(jla) P(m|a) P(a|=b,—e) P(=b) P(=e)
= 0.90 x 0.70 x 0.001 x 0.999 x 0.998
~ 0.000628
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Lokalna semantika

Lokalna ili “topoloska” semantika — kako je opisana u strukturi grafa:
svaki &vor je uvjetno nezavisan od svojih nesljedbenika (nepotomaka)
ako su dani njegovi roditelji (kao uvjet/dokaz).

Na primjer, u provalni¢koj Bayesovoj mrezi, JohnClalls /CI:E>
ne ovisi o Burglary, Earthquake v MaryCalls,
uz uvjet da znamo vrijednost za Alarm. O] @

U lokalnoj semantici, osim tih &injenica o uvjetnoj nezavisnosti,
tablica u svakom &voru je, po definiciji, lokalna uvjetna distribucija
vjerojatnosti P(X; | Parents(X;)).

Teorem: Lokalna semantika <= globalna semantika, tj. potpunu
zdruzenu distribuciju (po to¢kama) dobivamo kao malo prije

P(xy,...,xn) =[], P(z; | parents(X;)).
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Lokalna semantika — nastavak

Lokalna ili “topoloska” semantika — kako je opisana u strukturi grafa:
svaki &vor je uvjetno nezavisan od svojih nesljedbenika (nepotomaka)
ako su dani njegovi roditelji (kao uvjet/dokaz).

Na primjer, X' je uvjetno nezavisan od nepotomaka Z;;, uz uvjet svojih
roditelja UU; — prikazanih u sivoj zoni.
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Topoloska semantika i Markovljev pokrivac

Topoloska semantika implicira jo$ jedno vaZno svojstvo nezavisnosti:
svaki ¢vor je uvjetno nezavisan od svih ostalih ¢vorova u mreZi,
ako su dani (kao uvjet) njegovi roditelji + djeca + roditelji djece,
tj. njegov Markovljev pokriva¢ — za X, oznaden sivo na slici
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Primjer i grafovska interpretacija

Na primjer, ako znamo Alarm i Earthquake, onda je /@)
Burglary uvjetno nezavisan od JohnClalls i MaryCalls. ﬁ

g ®

Intuitivno “objasnjenje” nezavisnosti i uvjetne nezavisnosti
na “grafovskom” nivou — preko puteva u DAG:

nezavisnost dva ¢vora = ne postoji put izmedu njih,

uvjetna nezavisnost X i Y, uz poznati dokaz Z
= dokaz Z prekida ili sije¢e put izmedu X i Y, i to neovisno
o smjeru puteva/strelica — kao da su neusmjereni putevi.

Smjer strelica oznaava samo kauzalnost veze, a pojam nezavisnosti je
simetric¢an!
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Nezavisnost 1 uvjetna nezavisnost — grafovski

Prosirenje ove interpretacije na skupove varijabli (¢évorova) X, Y i Z
Jje ocCito.

Postoji opéi “topoloski” kriterij (algoritam) zvan d—separacija
za otkrivanje je su li dva skupa ¢vorova X i Y uvjetno nezavisna
obzirom na dani treci skup Z.

Za kratki opis, pogledati
MO-Web za Ul, Predavanje 7 = Bayesove mreZe, str. 27-28.
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Konstrukcija Bayesovih mreza

TraZi se metoda za konstrukciju Bayesove mreZe tako da
— dobivena zdruZena distribucija dobro prikazuje domenu
(korektna globalna semantika),
— topologija mreze korektno odrazava relacije uvjetne nezavisnosti
medu varijablama (korektna lokalna semantika).

Podloga je lan¢ano pravilo za distribucije, pisano unatrag po varijablama
P(Xq,....Xn) =121 P(X; | X1, ., X1).
Usporedba s relacijom iz globalne semantike
P(Xy,...,Xn) =12 P(X;| Parents(X;))
daje da za svaku varijablu X, u mreZi treba vrijediti
P(X; | X;_1,...,X1) = P(X; | Parents(X;)).
Ova jednakost osigurava = garantira globalnu semantiku.
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Konstrukcija Bayesovih mreza — nastavak

Da bismo zadovoljili zadnju jednakost
P(X;|X;_1,...,X1) = P(X; | Parents(X;)),
za pocetak, treba biti
Parents(X;) C{X;_1,..., X1}

Dakle, ¢vorove (varijable) X; treba numerirati u poretku koji je
konzistentan s parcijalnim uredajem implicitno zadanim
u strukturi grafa — odrazava kauzalne veze.

Medjutim, to nije dovoljno za jednakost — fali jo§ nezavisnost.

Bayesova mreza je korektna reprezentacija domene, samo ako je
svaki ¢vor uvjetno nezavisan od svojih ostalih prethodnika
(u poretku ¢vorova),
uz uvjet da znamo njegove roditelje (kao dokaze).
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Konstrukcija Bayesovih mreza — skica algoritma

Prethodni uvjet mozemo zadovoljiti na sljedeci nadin:

1. Cvorovi: izaberi neki redoslijed (uredaj) varijabli X7, ..., X,
Bilo koji poredak je nacelno dobar, ali mreza je kompaktnija, ako
postujemo kauzalni poredak — uzroci prethode efektima.

2. Veze: Zai=1don
dodaj X; u mrezu;
odaberi minimalan skup roditelja od X; izmedu X1,..., X, 4
takav da vrijedi P(X; | Parents(X;)) = P(X; | Xq,..., X;_1)
dodaj u mreZu vezu od svakog roditelja na X;;
za &vor X, spremi CPT koja sadrzi P(X; | Parents(X;)).

Ova metoda garantira da nema ciklusa — dobivamo DAG.

Intuitivno, roditelji ¢vora X; su oni &vorovi iz X1, ..., X, _1 koji izravno
utje€u na X; (izravna kauzalnost) — ali nije nuZno!
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Primjer — neprirodan poredak

Pretpostavimo da smo uzeli poredak M, J, A, B, E

P(J|M) = P(J)?
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Primjer — neprirodan poredak

Pretpostavimo da smo uzeli poredak M, J, A, B, E

P(J|M) = P(J)? Ne
P(A|J, M) = P(A|J)? P(A|J, M) = P(A)?



Primjer — neprirodan poredak

Pretpostavimo da smo uzeli poredak M, J, A, B, E

P
P
P
P

Burglary

J|M) = P(J)? Ne

AlJ, M) =
BIA,J, M) =
BJA, J, M) =

P(A|J)? P(A]J, M) = P(A)? Ne
P(B|A)?
P(B)?




Primjer — neprirodan poredak

Pretpostavimo da smo uzeli poredak M, J, A, B, E

M) = P(J)? Ne
J,

M) = P(A[J)? P(AlJ, M) = P(A)? Ne

J.M) = P(B|A)? Da

J,M) = P(B)? Ne
]

VUV TYTVTTY
Seficolieviiov il
||




Primjer — neprirodan poredak

Pretpostavimo da smo uzeli poredak M, J, A, B, E

Burgla

Earthquake

M) = P(J)? Ne

J, M) = P(A|J)? P(A|J,M) = P(A)? Ne
J,M)= P(B|A)? Da

J,M) = P(B)? Ne

A, J,M)= P(E|A)? Ne

VA, J, M) = P(E|A, B)? Da

VUV TYTVTTY
Seficolieviiov il
||




Primjer — neprirodan poredak, komentar

Earthquake

Odlu&ivanje o uvjetnoj nezavisnosti je tesko u nekauzalnim smjerovima.
(Za ljude su kauzalni modeli i uvjetna nezavisnost ¢vrsto vezanil)
Procjena uvjetne vjerojatnosti je teSka u nekauzalnim smjerovima.

MreZa je manje kompaktna: 1+2+4+2+4 =13 brojeva je potrebno.
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Primjer: dijagnoza kvara automobila

Pocetni “dokaz”: automobil ne Zeli startati.
Test—varijable (zeleno), “pokvareno, popravi” varijable (naran&asto),
Skrivene varijable (sivo) daju rijetku strukturu, reduciraju parametre.

alternator fanbelt

ey
battery battery fuel line starter
meter flat blocked broken
Cotan @GED (oo
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Primjer: osiguranje automobila
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Sazeti prikaz uvjetnih distribucija

Problem: Veli¢ina CPT raste eksponencijalno (2) s brojem roditelja .
Ako su roditelj ili dijete neprekidne, CPT postaje beskonaéna.

Rjesenje: kanonske distribucije koje su saZeto (kompaktno) definirane,
prema nekom standardnom “predlosku”,
eventualno uz zadavanje nekoliko parametara.

Deterministi¢ki ¢vorovi su najjednostavniji slucaj:
X = f(Parents(X)) za neku funkciju f.

Na primjer, Booleove funkcije
NorthAmerican < Canadian vV US NV Mexican

Na primjer, numeri¢ke relacije medu neprekidnim varijablama

0 Level
ot

= nflow + precipitation — outflow — evaporation
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Sazeti prikaz uvjetnih distribucija — nastavak

Nesigurne (nedeterministi¢ke) veze &esto se mogu opisati tzv.
logi¢kim vezama “sa Sumom” ili “bukom” (engl. “noisy” ).

Standardni primjer je tzv. “ILI-sa umom” (engl. “noisy-OR") veza,
kao generalizacija logi¢kog ILI.

ILI-sa umom distribucija modelira viSestruke nezavisne uzroke (nema
medudjelovanja). Pretpostavke modela:
1. Roditelji Uy, ..., U; ukljuuju sve moguce uzroke. Ako neki
uzroci fale, dodamo pomoc¢ni &vor za njih (tzv. “leak node”).
2. lzostanak jednog uzroka je nezavisan od izostanka ostalih uzroka.

Trebamo samo vjerojatnosti neuspjeha ¢; za svaki uzrok zasebno.

Za sve kombinacije uzroka onda vrijedi

P(X’Ulw”ana_' j—|—17“‘7_|U]€):1_HLZ?IIQ7;
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Sazeti prikaz — primjer za ILI-sa Sumom

Uzmimo da samo prehlada, gripa i malarija izazivaju groznicu.

Trebamo znati ¢; = nemam groznicu, a imam to¢no jedan od tri uzroka.

Cold Flu  Malaria| P(Fever)| P(—Fever)

F F F 0.0 1.0

F F T 0.9 0.1

F T F 0.8 0.2

F T T 0.98 0.02 =10.2 x 0.1

T F F 0.4 0.6

T F T 0.94 0.06 = 0.6 x 0.1

T T F 0.88 0.12 =0.6 x 0.2

T T T 0.983 0.012 =0.6 x 0.2 x 0.1

Broj parametara je linearan u broju roditelja.

Poglavlje 14.1-3 32




Hibridne (diskretne + neprekidne) mreze

Varijable: diskretne (Subsidy? i Buys?), neprekidne ( Harvest i Cost).

Buys?

Pristupi:
— Diskretizacija neprekidnih varijabli po intervalima — esto izaziva
velike greske, vrlo velike CPT.
— Kanonske familije neprekidnih f-a gustoce s konaéno parametara.

Ovisno o tipu djece, trebamo dvije nove vrste uvjetnih distribucija:
1. Neprekidne varijable, diskretni-+neprekidni roditelji (na pr. Cost)
2. Diskretne varijable, neprekidni roditelji (na pr. Buys?)
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Neprekidne varijable djece

Za (Clost: trebamo po jednu uvjetnu funkciju gustoée za varijablu-dijete
neprekidnih roditelja, za svaku vrijednost diskretnih roditelja.

Najcesce se koristi linearni Gaussov (LG) model, na pr.:
P(Cost =c| Harvest = h, Subsidy? = true)

— Nlash + by, 07) (0

- e (5 ()

Analogno za Subsidy? = false, s parametrima afr, bf, of.

Ocekivanje za Cost varira linearno s Harvest, varijanca je fiksna.

Linearna varijacija ofekivanja je nerazumna za cijeli raspon,
ali radi dobro ako je oekivani raspon varijable Harvest uzak.
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Neprekidne varijable djece — nastavak

Tri uvjetne distribucije P(Cost | Harvest) — za subsidy, —subsidy i

u prosjeku (a priori pola-pola, za subsidy i —~subsidy):

P(c | h, subsidy)
0.4

P(c | h, =subsidy) |
0.4

2!
=
=
——
=
===

==

0.3 (0 03
0.2 e 0.2
: i '

N
0.1 i 0.1
: i 182 '
NN 8 0

Potpuno neprekidna mreza s LG distribucijama
—> potpuna zajedni¢ka distribucija je multivarijantna Gaussova.

Diskretna+neprekidna LG mreZa je uvjetno Gaussova mreza, tj.
multivarijantna Gaussova po svim neprekidnim varijablama,
za svaku kombinaciju vrijednosti diskretnih varijabli.

Poglavlje 14.1-3

35



Diskretne varijable s neprekidnim roditeljima

Vjerojatnost od Buys? za dani Cost trebala bi imati “meku” granicu:

1

0.8

c)

06 |

04 r

P(Buys?=false|Cost

02}

O I 1 I I I
0 2 4 6 8 10 12
Cost c

Probit distribucija koristi integral Gaussove gusto¢e = f-a distribucije:

d(x) = _f N(0,1)(x)dx

P(Buys? =true | Cost=c) = ®((—c+ u)/o).
Na slici je P(Buys? = false) = 1 — ovo iznad = ®((c — u)/0o).
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Zasto probit?

Probit = kratica za “probability unit”.
1. Ima dobar oblik — za neprekidnu vezu izmedu vrijednosti 0 i 1.

2. Pogled = “¢vrsta” granica, &ija lokacija ovisi o Gaussovom “Sumu’:

VAN
& @ @

O

Buys? I
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Odakle probit?

Definicija funkcije probit: Ako je ® funkcija distribucije za N (0, 1),
funkcija probit je njezin inverz, tj. probit = ® ! — nije distribucija!
Razlog za primjenu na diskretne varijable s neprekidnim roditeljima:

Stvarno, imamo samo dvije vrijednosti za vjerojatnost: 0 i 1, tj. imamo
“¢vrstu” ili “ostru” granicu = stepenasta ili Heavisideova funkcija.

TraZi se “omeksanje” ove skokovite granice za vrijednost Y
= neprekidna veza ( “fitting” ) izmedu dvije diskretne granice.

Ideja: linearizirati zavisnu varijablu Y nekom funkcijom F': [0, 1] — R,
a zatim nadi pravac koji je odgovarajuéa aproksimacija (fitting)

F(Y) = pravac u X,
i onda “vratiti” aproksimaciju u Y = F'~!(pravac).

Vrlo prirodan izbor je ba¥ F = &1 paje YV = $(pravac).
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Diskretne varijable s nepr. roditeljima — nastavak

Sigmoidna ili logit distribucija, £~ 1 = 1/(1 + e~ %), &esto se koristi u

neuralnim mreZzama:
1

] + exp(—2=SH)

o

P(Buys? =true | Cost=c) =

Logit distribucija ima sli¢an oblik kao probit, ali mnogo dulje repove:

1
09 r
08 r
0.7 r
06 r
05 r
04 r
03 r
02 r
01 r

P(Buys?=fal se|Cost=c)
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Diskretne varijable s nepr. roditeljima — nastavak

1 - 1
0.8 - os{ N\
061 S 06
o]
0.4 A 5 0.4 -
0.2 1 0.2 -
O v v ¥ ¥ L 1 0 L Ll Ll Ll T 1
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Cost c Cost c

Normalna (Gaussova) distribucija za granicu cijene Cost =c,
s olekivanjem 1 = 6.0 i standardnom devijacijom o = 1.0,

Logit i probit distribucije za vjerojatnost P(Buys? = true | Cost =c),
s parametrima 1 = 6.0 10 = 1.0.
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Sazetak

Bayesove mreZe daju prirodnu reprezentaciju uzro¢no induciranih
uvjetnih nezavisnosti

Topologija + CPT = saZeta reprezentacija zajednicke distribucije
Opcenito jednostavno i (ne)ekspertima za konstrukciju

Kanonske (standardne) distribucije (na pr., ILI-sa $umom) = saZeta
reprezentacija CPT

Neprekidne varijable = parameterizirane distribucije (na pr., linearna
Gaussova)
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