STATISTICKO UCENJE

PoGcLAVLJE 20.1-2

Prema slajdovima Stuarta Russella i Tomislava Smuca (hvala)!

Poglavlje 20.1-2 1



Sadrzaj

<>

Bayesovo ulenje — optimalno predvidanje
Maksimalno a posteriori u¢enje (MAP)

U&enje maksimalne izglednosti (ML)
(engl. likelihood = izglednost, vjerodostojnost)

Naivna Bayesova klasifikacija

MreZno Bayesovo ulenje

— maks. izgledno parametarsko ulenje s potpunim podacima

— linearna regresija
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Ucenje i vjerojatnosno ucenje

Strojno ulenje: naci najbolju ili najuspjesniju tzv. hipotezu ili model
= ona koja dobro opisuje podatke koji su nam dostupni za ulenje.

Cilj: koristiti tu hipotezu/model za predvidanje na ostalim/buduéim
podacima, izvan skupa za udenje.

[ato: dobro = dovoljno jednostavno, dobro za generalizaciju, ali ne
“predobro” ili “preslozeno” (pretreniranje), jer je lose za generalizaciju.

Vjerojatnosni pristup: hipoteza H = slu¢ajna varijabla i
najbolja hipoteza = najvjerojatnija hipoteza (model).

Standardni model vjerojatnosnog ili Bayesovog udenja:
Hipoteze iz H imaju neku poletnu distribuciju vjerojatnosti P(H ).
Ulenje na podacima = aZuriranje te distribucije uz dane “dokaze”
(podatke), prema Bayesovom pravilu (uvjetna vjerojatnost).

Poglavlje 20.1-2 3



Bayesovo ucenje — diskretni model

Diskretni prostor hipoteza:
H je diskretna slu¢ajna varijabla, tzv. “hipotezna” varijabla,
s vrijednostima h;, za ¢ = 1,...,m (kona¢na), ili © € N (niz).

Pocetna ili a priori distribucija vjerojatnosti P(H ) je poznata.
Pretpostavka: varijabla A nije izravno opaziva = nije u podacima

(tj. kao da je skrivena varijabla — usporediti poslije s klasifikacijom).

Podaci za ulenje ili treniranje su: d = dy,...,dy (“d" = data),
svaki podatak ili opaZanje d; = uzorak (ishod) slu¢ajne varijable D ;.

Interpretacija je kao ranije kod “dokaza” u Bayesovim mreZzama:
D je skup svih pripadnih varijabli D;, a D = d je opaZena vrijednost.

U danom trenutku, imamo N takvih uzoraka, s tim da N moZe rasti,
kako dobivamo nova opazanja.
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Bayesovo ucenje — osnovni pojmovi

Prema Bayesovom pravilu, za dosad dane podatke d, svaka hipoteza
h; ima a posteriori vjerojatnost:
P(d|h;) P(h;)

= a P(d|h;) P(h;).

Nazivi pojedinih vrijednosti:
P(h;) = a priori (po&etna) vjerojatnost hipoteze h;,
P(h;|d) = a posteriori (naknadna) vjerojatnost od h;, za dane d
= izglednost hipoteze za dane podatke,
P(d|h;) = izglednost podataka d, uz danu hipotezu h;.

Opdenito: a posteriori vjerojatnost hipoteze h; ovisi o
— njezinoj prethodnoj vjerojatnosti,
— samim podacima za udenje d,
— vjerojatnosti dobivanja bas tih podataka, uz danu hipotezu h,.
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Potpuno Bayesovo uc¢enje — predvidanje

Predvidanje nepoznate vrijednosti X (slu¢ajna varijabla), za dane d,
uz pretpostavku da svaka hipoteza odreduje (zadaje) neku
distribuciju vjerojatnosti za X,

tj. traZi se distribucija P(X|d), ili pojedina&na vjerojatnost P(x;.|d).

Hipotezu [ tretiramo kao “skrivenu” varijablu — marginalizacija ili
zbrajanje po svim mogucim vrijednostima hipoteze [

P(X|d) = >_; P(X|[d, h;) P(hi|d).

Klju¢na stvar u modelu — vrlo razumna u praksi:
/a danu hipotezu H, nepoznata vrijednost X i podaci D su uvjetno

nezavisni, tj. vrijedi P(X |d, h;) = P(X|h;), pa je
P(X|d) = >_; P(X|h;) P(h|d).
Ovo je tzv. optimalno ili potpuno Bayesovo predvidanje uéenjem.
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Potpuno Bayesovo ucenje — komentar

Prethodna formula za optimalno Bayesovo predvidanje
P(X|d) = >_; P(X[h;) P(hj|d)
koristi sve hipoteze h;, tj. nije bazirana na samo jednoj “najbolje”

pogodenoj ili predvidenoj hipotezi!

Optimalno predvidanje je “teZinska” srednja vrijednost
— predvidanja po svim pojedinaénim hipotezama, a
— “tezine" su a posteriori vjerojatnosti pojedinih hipoteza.

Lijepo, ali skupo — u praksi, obi¢no, koristimo neku aproksimaciju,
tako da biramo jednu = “najbolju” hipotezu.

Opéi pogled na gornju formulu: hipoteze h; su “meduvrijednosti”
izmedu sirovih podataka i predvidanja.

MoZemo i bez njih — uz dodatne vrijednosti u podacima (klasifikacija).
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Primjer

Pretpostavimo da imamo pet razli¢itih vrsta vreCica s bombonima:
10% su hi: 100% bomboni s visnjom
20% su ho:  75% bomboni s vidnjom + 25% bomboni s limunom
40% su h3: 50% bomboni s visnjom + 50% bomboni s limunom
20% su hy: 25% bomboni s vidnjom + 75% bomboni s limunom
10% su hs: 100% bomboni s limunom

BHDOE

Gledano izvana, vredice se ne razlikuju — ne znamo koja je koja!

Stvarno, pretpostavljamo da su “vrecice” jako velike, tako da izvlaéenje
nekog bombona iz vreCe ne mijenja vjerojatnost njezinog sadrZaja, tj.
— p(h;) se time neCe promijeniti.
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Primjer — podaci za ucenje, uvjetna nezavisnost

BHDDE

Zatim, vadimo 10 bombona iz neke (iste) vreée i dobivamo uzorak
dl, c ey dlo —

Ova opaZanja gledamo kao “rastuéi” uzorak podataka za ulenje, tj.
u trenutku N jed =dy,...,dy, za N =(0),1,...,10.

A priori distribucija hipoteza (prema proizvodalu bombona) je

P(H) = (0.1,0.2,0.4,0,2,0.1)
|zglednost podataka ra¢unamo kao da su opaZanja nezavisna, s istom
distribucijom vjerojatnosti (velika vreca)

P(dlh;) = T, P(d;|hy).
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Primjer — pitanja, uvjetna nezavisnost

Pitanja:
Koja je to vrsta vrecice?
Kojeg ¢e okusa biti sljede¢i bombon?

Prvo pitanje: hipoteza h; koja ima najveCu a posteriori vjerojatnost.

P(hi|d) = a P(d|h;) P(h;).

Drugo pitanje: predvidanje za varijablu X = “okus bombona”
P(X|d) =3, P(X|d, hy) P(hi|d) = >_; P(X]|h;) P(h;|d),

s tim da se traZi vrijednost x;. koja ima najvecu vjerojatnost u P(X|d).

Uvjetna nezavisnost: ako znamo h,; = koja je vreca, onda je vjerojatnost
okusa bombona potpuno odredena tipom vrece i nema veze s podacima,
tj. vrijedi
P(X|d, h;) = P(X|h).
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Aposteriorna vjerojatnost hipoteza
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Za N = () (bez ulenja) dobivamo a priori vjerojatnosti hipoteza.
Nakon N = 3, hipoteza hr postaje najizglednijal!

Poglavlje 20.1-2

11



Predvidanje vjerojatnosti
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Prema optimalnom predvidanju, vjerojatnost limuna brzo ide prema 1.
To se slaze s “pravom” hipotezom /5.
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Maksimalna a posteriori aproksimacija — MAP

Optimalno predvidanje je skupo — sve hipoteze su “u igri"!
/brajanje preko cijelog prostora hipoteza je ¢esto neostvarivo,
na pr., 18446744073709551616 Booleovih funkcija sa 6 atributa.

Maksimalno a posteriori (MAP) ulenje:
izabrati hipotezu h ;4 p koja maksimizira P(h;|d),
za predvidanje je onda P(X|d) =~ P(X|h4p).
Tj., treba maksimizirati P(d|h;) P(h;), ili log P(d|h;) + log P(h;).
Log ¢lanovi mogu se shvatiti kao (negativni) broj bitova za
kodiranje podataka uz danu hipotezu + kodiranje hipoteze.
To je osnovna ideja uéenja minimalno dugog opisa (MDL)
(engl. “minimum description length").

Za deterministitke hipoteze, P(d|h;) je 1 ako je konzistentno, 0 inace
= MAP = najjednostavnija konzistentna hipoteza (vidi znanost).
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Maksimalno izgledna aproksimacija — ML

Za velike skupove podatake, a priori vjerojatnost postaje beznadajna
(pogledati prethodni primjer).

U&enje maksimalne izglednosti (ML):
izabrati /7, koja maksimizira P(d|h;).

Tj., jednostavno se uzme najbolja aproksimacija podataka;
identi¢no MAP-u za uniformne apriori vjerojatnosti
(8to je razumno ako su sve hipoteze iste sloZenosti).

ML je “standardna” (ne-Bayesova) metoda statistickog uéenja.

Problemi s ML za male skupove podataka = lo%a aproksimacija.
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ML parametarsko ucenje u Bayesovim mrezama

Vrecica s bombonima novog proizvodada; udio ¢ bombona s visnjom?
Moguc¢ je bilo koji # € |0, 1| — imamo kontinuum hipoteza hy

0 je parametar za ovu jednostavnu (binomnu) familiju modela[FE=dew)
6

Pretpostavimo da smo razmotali NV bombona, od toga -
c svisnjama i =N — ¢ s limunom, @
To su nezavisna, jednako distribuirana opaZanja, pa je izglednost za d
N
P(d|hg) = TTj=1 P(d;lhg) = ¢ (1 = 0)f

Maksimizacija toga po ¢/ — $to je jednostavnije za log-izglednost:

L(d|hy) = log P(d|hg) = 37— log P(d;|hg) = clog 6 + {log(1 — 0)
dL(d|hg) ¢ 4 C C

do g 1—46 c+f¢ N

|zgleda razumno, ali postoji problem kad se dogodi 0 u brojanju!
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ML parametarsko ucenje — nastavak

Rije¢ima: hj 7, hipoteza kaZe da je stvarni udio visnji u vreci jednak
opaZzenom udjelu do tada, tj. puno posla za oditu stvar!

Primjer je prejednostavan, pa izgleda odito ..., svejedno, to je
standardna metoda za ML parametarsko ulenje, s puno primjena:

1. lzabrati parametriziranu familiju modela koji opisuju sve podatke
zahtijeva znatan uvid | ponekad nove modele

2. Napisati izglednost podataka kao funkciju parametara
moZe zahtijevati zbrajanje preko nevidljivih varijabli, tj. zakljucivanje

3. Napisati derivaciju log izglednosti obzirom na svaki parametar

4. Nadi vrijednosti parametara tako da su derivacije jednake nuli
moZe biti tesko / nemogucée; pomaZu moderne tehnike optimizacije.
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Vise parametara

Crveni / zeleni omoti bombona vjerojatnosno P(E=cherry)
ovise 0 okusu — uvjetna distribucija za dani okus,
S nepoznatim parametrima:

PWEred [F)
|zglednost za, na primjer, zeleno—omotani 0,
- &
bombon s visSnjom: 2

P(F = cherry, W = green | h9791792)
= P(F = cherrylhg g, 9,) P(W = green|F' = cherry, hg g, 9.,)
=0-(1-106)

Uzorak: N bombona, vi$nje: 7. s crvenim, g. sa zelenim omotima, itd.
P(dlhg.g, g,) = 0°(1 = 0)" - 67°(1 — 61)% - 657(1 — 6)"

L = |[clog + £log(1 —0)]
+ [relog 0y + gelog(l — 601)] + [rplog 62 + gy log(1 — 62)]

Poglavlje 20.1-2 17



Vise parametara — nastavak

Derivacije od L sadrZze samo bitan parametar:

e L,
dH 0 1—-60 e+
oL e Jc re
— = — — =0 = (1 =

00, 0, 1-6, L et ge
oL Ty qy Ty
— = — — =0 = o =

892 92 1—(92 : Ty + Gy

U sluéaju potpunog skupa podataka, parametri se mogu uciti

zasebno.
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ML za neprekidni model — linearni Gaussov model
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Minimizacija sume kvadrata greSaka daje ML rjeSenje za linearnu aproksi-
maciju uz pretpostavku da Gaussov sum ima fiksnu varijancu
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Sazetak

Potpuno Bayesovo udenje daje najbolja moguca predvidanja ali nije

ostvarivo

MAP udenje uravnotezuje sloZenost s to¢noScu na podacima za treni-

ranje

Maksimalna izglednost pretpostavlja uniformnu apriori vjerojatnost, OK

za velike skupove podataka
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