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1. Rjesavanje
diskretne Poissonove
jednadzbe Multigrid metodom

Multigrid metode izmisljene su za rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi, poput Poissonove, ali se mogu primijeniti i na Siru klasu problema.

Za razliku od standardnih iterativnih metoda za rjesavanje pripadnog linearnog
sustava, brzina konvergencije multigrid metode ne ovisi o veli¢cini N problema, tj.
o fino¢i diskretizacije.

Right Hand Side True Solution

oo

5 steps of Jacobi Best 5 step solution
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1.1. Uvod u Multigrid

Multigrid je “divide-and-conquer” (“podijeli-pa-vladaj”) algoritam za rjesa-
vanje diskretne Poissonove jednadzbe. U praksi se cesto koristi i za druge slicne
(“elipticke”) parcijalne diferencijalne jednadzbe.

U Multigridu se pristup “podijeli-pa-vladaj” koristi na dva povezana nacina.
Prvi je “rekurzivan” po gusto¢i mreze. To znaci da se pocetno rjesenje za nxn mrezu
dobiva koristenjem grublje “poloviéne” (n/2) x (n/2) mreze kao aproksimacije, uzi-
manjem svake druge mrezne tocke iz n x n mreze (raspolavljanje u svakoj dimenziji).
Grublja (n/2) x (n/2) mreza opet se aproksimira jos grubljom (n/4) x (n/4) mrezom,
i tako redom — rekurzivno.

Ideja “ugrubljavanja” — koristenja grube aproksimacije problema za dobi-
vanje njegovog pribliznog rjesenja, i rekurzivno, koristenje jos grublje aproksimacije
grubog problema, javlja se u raznim brzim algoritmima. Na primjer, takav pristup
opet ¢emo susresti kad budemo razmatrali particioniranje grafova.

Ovaj dio “podijeli-pa-vladaj” pristupa odnosi se na prirodnu domenu pro-
blema, a sluzi ocuvanju globalnosti u svim fazama rjesavanja problema, tako da eli-
miniramo problem sporog Sirenja lokalnih informacija koji se javlja kod svih klasi¢nih
iterativnih metoda (“izgladivanje lokalnim usrednjavanjem”).

Drugi nacin na koji se “podijeli-pa-vladaj” pristup koristi u Multigridu je u
tzv. domeni frekvencija ili frekvencijskoj domeni. Za to treba gresku proma-
trati kao linearnu kombinaciju svojstvenih vektora, ili sinusnih funkcija s razli¢itim
frekvencijama. Intuitivno govoreci, posao koji radimo na odredenoj mrezi treba
umanjiti (ili eliminirati) gresku u polovini frekvencijskih komponenti ¢ija greska jos
nije smanjena (ili eliminirana) na grubljim mrezama.

U stvarnosti, ono sto radimo na pojedinoj mrezi je usrednjavanje rjesenja u
svakoj tocki mreze obzirom na njezine susjede, varijacijom Jacobijeve metode. Taj
postupak “izgladuje” rjeSenje, Sto je ekvivalentno uklanjanju visokih frekvencija
(brzih oscilacija) u pogresci. Detaljnija ilustracija ovih pojmova slijedi malo kasnije.

Podrobniji matematicki uvod u multigrid algoritam moze se nac¢i u knjizi
W. Briggs: “A Multigrid Tutorial”, STIAM, 1987. Jednostavnu Matlab imple-
mentaciju multigrida napravio je Jim Demmel i nalazi se na Web adresi

http://www.cs.berkeley.edu/ demmel/ma221/Matlab/MG_README.html

1.2. Pregled Multigrid metode

Pocinjemo s opisom algoritma na globalnom nivou, a onda ¢emo ga dopuniti
potrebnim detaljima. Krenimo od raspolavljanja u domeni. Vidjeli smo da se FFT
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obi¢no koristi na mrezi koja ima 2™ x 2™ nepoznanica (u dvije dimenzije), jer to
odgovara raspolavljanju broja to¢aka (komponente vektora).

Za razliku od toga, pokazuje se da je princip “raspolavljanja” u domeni (uzmi
svaku drugu tocku) zgodnije interpretirati kao raspolavljanje intervala, tako da broj
podintervala (a ne tocka) treba biti potencija od 2. Zbog toga se Multigrid koristiti
na mrezi koja ima (2" — 1) x (2™ — 1) nepoznanica — to su nepoznate vrijednosti
rjeSenja u unutrasnjim ¢vorovima mreze.

Kad dodamo rubne ¢vorove, u kojima su zadane vrijednosti rjeSenja (rubne
vrijednosti su 0 u nasem modelnom problemu), onda dobivamo cijelu (2" + 1) x
(2™ +1) mrezu na kojoj radi algoritam. Takva mreza odgovara podjeli svake stranice
kvadrate na 2™ jednakih podintervala. Oznacimo n = 2™ + 1. Mreze za Multigrid
prikazane su na slici malo nize.

Neka je P(i) problem rjeSavanja diskretne Poissonove jednadzbe na mrezi (2°+
1) x (2°+1) s (2°—1)? nepoznanica. Problem je odreden veli¢inom mreze 4, matricom
koeficijenata T'(i) i desnom stranom b(3).

Mi ¢emo generirati niz problema P(m), P(m — 1), P(m —2),..., P(1) na sve
grubljim i grubljim mrezama, i to tako da je rjesenje P(i — 1) dobra aproksimacija
rjesenja P(i).

Saquence of Grids Used by Ml tigrid

i 1 i

1 I 1

P3: 2 by 2 grid of points P2: 3 by 3 grid of points P1: 3 by 3 grid of points

T by 7 grid of unknowns 3 by 3 grid of unknowns 1 by 1 grid of unknowns
Points 1abeled 2 are Points 1abaled 1 are
part of next coarser grid part of next coarser grid

Neka je b(i) desna strana linearnog sustava za P(i) i neka je x(i) aproksima-
tivno rjesenje problema P(i). Tada su x(7) i b(7) polja veli¢ine (2° — 1) x (2 — 1) s
vrijednostima u svakoj tocki pripadne mreze. Uocite da x(i) ne mora biti rjeSenje
linearnog sustava za problem P(i) s desnom stranom b(7), veé¢ je dovoljno da (1)
bude neka aproksimacija tog rjeSenja. Upravo to je jedna od kljucnih ideja ove
metode, tako da u trenutku kad “rjesavamo” P(i), iskoristimo ovo poznato pri-
blizno rjesenje z(i) za dobivanje jos boljeg rjesenja problema P(i) (koje i opet ne
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mora biti egzaktno).

Da bismo objasnili kako algoritam radi, potrebno je uvesti nekoliko operatora
koji djeluju na problem i njegovo priblizno rjesenje na nekoj mrezi. Ti operatori onda
ili poboljsavaju rjesenje problema na toj mrezi ili sve skupa transformiraju u neki
drugi problem (i njegovo priblizno rjeSenje) na nekoj drugoj mrezi. Mozemo zamisliti
da ovi operatori rade na parovima oblika (P(7),x(i)), koji se sastoje od problema
P(i) i njegovog pribliznog rjesenja z(7). Medutim, problem P(i) potpuno je odreden
svojom desnom stranom b(7), jer se matrica sustava za P(i) neée mijenjati. Zato
uzimamo da operatori rade na parovima oblika (b(4), z(7)).

e Operator restrikcije R(i) uzima par (b(7),z(7)), za problem P(i) (odreden
njegovom desnom stranom b(7)) i aproksimativno rjesenje x(i), i preslikava ga
u par (b(i—1),z(i—1)), za jednostavniji problem P(i— 1) na sljede¢oj grubljoj
mrezi s pocetnom aproksimacijom z(i — 1):

(b(i = 1), 2(i = 1)) = R(i)(b(2), 2(2))-

Vidjet ¢emo da se restrikcija jednostavno implementira tako da u svakom
¢voru mreze racunamo tezinsku sredinu vrijednosti u samom ¢voru i njegovim
najblizim susjedima.

e Operator interpolacije In(i — 1) uzima aproksimativno rjesenje z(i — 1)
za P(i — 1) i pretvara ga u aproksimativno rjesenje x(i) za problem P(i) na
sljedecoj finijoj mrezi:

(b(0), 2(0)) = Ini — 1)(b(i — 1), 20 — 1)).
Implementacija tog operatora, takoder, zahtijeva samo tezinsku sredinu s na-
jblizim susjedima.
e Operator rjesenja S(i) uzima problem P(i) s poznatim aproksimativnim
rjeSenjem x(7) i racuna poboljsano rjesenje (novi z(7)) za taj isti problem.

Timproved (2) = S(Z)(b(2)7 .f(’&))

Poboljsanje se dobiva prigusivanjem “komponenti visokih frekvencija” u vek-
toru pogreske. Sto to znadi, objasnit ¢emo malo kasnije. I taj se operator
implementira tezinskim usrednjavanjem s najblizim susjedima, a moze se in-
terpretirati i kao varijacija Jacobijeve iterativne metode za rjeSavanje linearnog
sustava problema P(7).

Na temelju ovog grubog opisa operatora, bez detalja implementacije, odmah
mozemo procijeniti njihovu efikasnost. Buduéi da svaki od ova tri operatora mijenja
vrijednosti u pojedinoj tocki tezinskim sredinama vrijednosti u samoj toj tocki i kon-
stantnom broju susjeda, za svaku tocku trebamo (najvise) konstantan broj racunskih
operacija, pa je slozenost svakog operatora za n nepoznanica jednaka O(n), tj. lin-
earna u n.
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1.2.1. Multigrid V—ciklus

Funkcionalni opis operatora (bez detalja implementacije) dovoljan je za for-
mulaciju osnovnog algoritma koji se naziva Multigrid V-ciklus (skra¢eno MGV).

function MGV( b(i), x(i) ) ... vraca poboljsano rjesenje x(i) za P(i)
ifi=1 ... samo jedna varijabla
izracunaj egzaktno rjesenje x(1) problema P(1)
return ( b(1), x(1) )
else
S(i)( b(i), x(1) ) ... poboljsaj rjesenje x(i)
r(i) = T(i) * x(i) - b(i) ... izracunaj rezidual
In( MGV( 4 * R(r(i)), 0)) ... rijesi rekurzivno na grubljoj mrezi
x(i) - d(i) ... korigiraj rjesenje na finoj mrezi
S(i)( b(i), x(1) ) ... dodatno poboljsaj rjesenje

Drugim rije¢ima, algoritam radi sljedece korake.

(1) Starta s problemom na finoj mrezi (b(i), z(7)).

(2) Poboljsava rjesenje prigusivanjem visokih frekvencija greske

(3) Rac¢una rezidual r(i) aproksimativnog rjesenja ().

(4) Aproksimira rezidual na sljedec¢oj grubljoj mrezi kao restrikciju R(r(i)) ovog
reziduala r(7) na finijoj mrezi. Taj grublji rezidual ¢e biti desna strana za
problem na grubljoj mrezi.

(5) Rjesava grublji problem rekurzivno, s nulom kao pocetnom aproksimacijom
rjesenja
MGV (4x R(r(i)),0).
Faktor 4 dolazi zbog h? faktora na desnoj strani Poissonove jednadzbe, koji se,

naravno, promijeni za faktor 4, kad s finije mreze prelazimo na 2 puta grublju
mrezu.

(6) Preslikava rjesenje s grublje mreze na finiju
d(i) = In(MGV (4 * R(r(7)),0)).

(7) Oduzima korekciju nastalu interpolacijom one izracunate na grubljoj mrezi,
od rjesenja na finijoj mrezi
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(8) Jos jednom dodatno poboljsava to rjesenje x(i) = S(7)(b(7), x(7)).

Algoritam se zove V-ciklus, jer ako ga shematski nacrtamo u koordinatnom
sustavu s varijablama (broj ¢vora i, vrijeme), u tockama za rekurzivno zvanje MGV-
a, on izgleda kao na slici dolje (pocetak za MGV (P(5),z(5))) u gornjem lijevom
kutu. Algoritam zove MGV redom na mrezama 4, 3, do 1, a zatim se vraca na 5.

Mul tigrid V-eyele

time

Kako algoritam ugrubo radi? Neka je d(i) egzaktno rjesenje jednadzbe, onda

T(3)x(i) — b(i).

je

S
—
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~
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—
~.
~
I
<
—~
~
~—
I

pa je (z(i) — d(i)) zeljeno rjesenje.

Sada napravimo analizu sekvencijalnog algoritma. U svakoj fazi algoritma
proporcionalan je broju nepoznanica (usrednjavanje). Dakle, svaki V ciklus ima
cijenu (2! — 1) = O(4%) operacija, pa je ukupna koli¢ina posla u sekvencijalnom

algoritmu
m

> 0(4") = O(4™) = O(broj nepoznanica).

i=1

Na PRAM racunalu sve tezinske sredine mozemo izracunati u O(1), ako imamo
po jedan procesor za svaki ¢vor mrevze, pa je vrijeme PRAM algoritma jednako
broju “tockica” V-ciklusu, tj. O(m) = O(log(broja nepoznanica).
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1.2.2. Puni Multigrid

Puni multigrid (engl. Full Multigrid, skra¢eno FMG) koristi MGV samo kao
gradevni blok.

function FMG( b(m), x(m) ) ... vraca tocno rjesenje x(m) za P(m)
rijesi P(1) egzaktno da dobijes x(1)
for i =2 to m do
x(i) = MGV(b(i), In(x(i-1))

Drugim rije¢ima, algoritam radi sljedece.

e Rjesava problem P(1) egzaktno.

e Rjesenje z(i — 1) grubljeg problema P(i — 1) preslikava kao startnu aproksi-
maciju z(7) sljedeceg finijeg problema P(i):

In(i—1)(b(i — 1),z(i — 1)).
e Rjesava finiji problem koristenjem MVG-a s tom startnom aproksimacijom
MGV (In(i—1)(b(i — 1), z(1 — 1))).
Sada ponovno mozemo izracunati slozenost algoritma.

Full Multigrid Cvcle

time

Svaki V na prethodnoj slici predstavlja jedan poziv MGV-a u unutarnjoj petlji
FMG-a. Na sekvencijalnom rac¢unalu, V koji starta na nivou i treba O(4) operacija.
Zbog toga je ukupno sekvencijalno vrijeme

> 0(4") = O(4™) = O(broj nepoznanica).

=1
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Na PRAM racunalu je trajanje suma trajanja svih V ciklusa:
> 0(i) = O(m*) = O(log(broj nepoznanica)?).

Primijetimo da je slozenost sekvencijalnog algoritma optimalna, tj. za svaki ¢vor
se koristi konstantan broj operacija. Nasuprot tome, PRAM slozenost je kvadrat
optimalne (koja se dostize FFT-om), jer ovdje imamo O(log(broj nepoznanica)?)
umjesto O(log(broj nepoznanica)). Nakon detaljnog razmatranja operatora R(i—1),
In(i) 1 S(7) moéi ¢emo u razmatranje uzeti i cijenu komunikacija.

1.3. Detaljni opis Multigrid metode u 1D

Da bi izlaganje bilo jednostavnije, koristimo 1D problem za objasnjenje detalja
algoritma. Tada P(7), kao §to je prikazano na slici dolje ima 2° + 1 ¢vorova s 2¢ — 1
(srednjih) nepoznanica.

2 2 2 2 2 1 1 1
3 1
P( ): 1D grid of @ points P(z): 1D grid of 5 points P( 1'.: 1D grid of 3 points
T unknowns 3 unknowns 1 unkoown
Points labeled 2 are Points labeled 1 are
part of next coarser grid part of next coarser grid

Neka je T'(i) matrica koeficijenata problema P(i), a to je skalirana (2° — 1) x
(27 — 1) trodijagonalna matrica s 2 na dijagonali i —1 na vandijagonali. Faktor skale
47" je ¢lan 1/h? koji dolazi od toga $to T'(i) aproksimira drugu derivaciju na mrezi
s razmakom ¢vorova h = 27°,

2 —1
-1 2 -1
T(i)=4"" Coe
-1 2 -1
-1 2

Da bismo razumjeli zasto multigrid funkcionira tako dobro pogledajmo vektor
rjeSenja i greske u rjesenju kao linearne kombinacije odgovarajucih svojstvenih vek-
tora (koji su ortogonalni, jer je 7'(i) simetricna), a komponente su im sinusi raznih
frekvencija.

Sljedece slike prikazuju svojstvene vrijednosti i vektore za ¢ = 5, tj. za matricu
T(5) dimenzija N x N, gdje N =2° — 1 = 31.
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Najgornji graf predstavlja svojstvene vrijednosti (frekvencije) matrice 4°*T'(5)
u rastuc¢em poretku. Sljedece slike predstavljaju komponente nekih svojstvenih vek-
tora (sinusne krivulje) za pripadne svojstvene vrijednosti (frekvencije). Slike su
poredane rastuce po pripadnim svojstvenim vrijednostima. Na pocetku su slike
za najmanje 4 frekvencije, zatim za jos nekoliko njih, a posljednja slika odgovara

najvisoj frekvenciji (indeksa 31).

Frequanezles = Eljenvalues

4
2
!
Fragqu E%Ejl' 1 Fraquenoy 2 Frequeney A Frequeneoy 4
0.2 /_\ 0.2 0.2 0.2
0 1o 0 0
-0.2 -0.2 U/ -0.2 -0.2
-0.4 -0.4 -0.4 -0.4
Fraqualzﬁgy [ a Fraquanznu].r 14 o Fraquanznu].r 24 o Fraquanzcujr a
0.2 0.2 0.z 0.2
! 0 0 a
-0.2 -0.2 -0.2 -0.2
-0.4 -0.4 -0.4 -0.4
! 20 n 20 ! 20 ! 20

Neka je z(j) j-ti svojstveni vektor matrice T'(i). Njegove su komponente

2 . Jkm
= sin .
N+1 N+1

2(J, k)

Neka je Z matrica svojstvenih vektora

U sljede¢em poglavlju pokazat ¢emo kako operator rjesenja “rusi” ili “gusi” naj-

gornjih pola frekvencija.
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Upotrebom ove terminologije, lako se vidi da multigrid metodu mozemo opisati
i na sljedeé¢i na¢in. Multigrid na najfinijoj mrezi P(m) prigusuje najgornjih pola
komponenata frekvencije pogreske. To se obavlja koristenjem operatora rjesenja
S(i), kao $to ¢emo to jos pokazati. U sljedeéoj grubljoj mrezi multigrid prigusuje
polovinu od preostale gornje polovine komponenata frekvencije u greski, sve dok ne
dodemo do egzaktnog rjesenja za problem P(1). Shematski to izgleda ovako:

Schematic Deseription of Mul tigrid

Error
Component.
alphaj)

b

= Freqeney j

Pi{l) Upper Upper Upper half of
half of half of frequencies on Pid)
freqs. fregs.
onP{2) onP(3)

1.3.1. Operator rjesenja S

U ovom poglavlju konstruirat ¢emo operator rjesenja i pokazati kako on gusi
gornju polovinu frekvencija. Zbog jednostavnosti pisanja, nadalje ¢emo izostavljati
indekse i, tako da umjesto T'(z), x(i) i b(i), pisemo samo T, z i b. Pritom ¢emo
skalom 4~¢ pomnoZiti cijelu jednadzbu, tako da ée ona uéi u vektor desne strane b.

Pokazat ¢emo da je operator rjesenja S(i) zapravo “tezinska” Jacobijeva iter-
ativna metoda. Standardna Jacobijeva metoda rjesenja sustava

Tx =5



1. RJESAVANJE DISKRETNE POISSONOVE JEDNADZBE MULTIGRID METODOM MULTIGRID - 11

glasi
x(erl) = RJacxm =+ Crac,
pri cemu je
01 -
10 1
~1/7 = ]- ]. -1 ]_
Rie=DYL+0U)==| - - | =I-=T, cpe=D"'b=2b.
2 2 2
1 0
1

1
L 0_

Dakle, standardna Jacobijeva metoda j-tu komponentu pribliznog rjesenja ¥ za-
mjenjuje sa:
improved xV(j) = 0.5(z9(j — 1) + 29 (5 + 1) + 47 - b(5))
= 29(j) 4+ 05D —1) —2-29() + 2D + 1) +4° - b(4)).

Tezinska Jacobijeva metoda umjesto matrice Rj,. uzima tezinsku matricu R,, a
umjesto Cjac Uzima ¢y,

w w
w=1—=T, ¢,=—=b.
R 5 c 26

Time smo dobili tezinsku Jacobijevu matodu koja glasi

improved X(i)(j) = x(i)(j) + 0.5w(x(i)(j -1)—-2- x(i)(j) + :C(i)(j + 1) +4"-b(5)).

Prvo primijetimo nekoliko Cinjenica vezanih uz matrice Ry, i R,. Ako je
svojstvena dekompozicija matrice T bila

T =ZAZ7T,

onda zato sto sui Ry, 1 R, matriéni polinomi u 7', vrijedi da je njihova svojstvena
dekompozicija jednaka

Ryse = 7 (1 - %A) 72T, Ry,=7 (1 - %A) 77

Tu c¢injenicu koristit ¢emo pri dokazu konvergencije, jer, prisjetimo se, da bi itera-
tivna metoda konvergirala mora biti spr(R) < 1.

Neka je e(™ greska m-te iteracije tezinske Jacobijeve metode, tj. neka je

Onda imamo
e™ = wa(m_l) +cw — Ry — ¢y = Rw(l"(m) —r) = Rwe(m_l) = RZZ@(O)

_ (Z (1 - %A) ZT)m (0 = 7 (1 - %A)m 27O,
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pa je
Z7em) = (1 - EA) Z7 e
2 Y

odnosno j-ta komponenta tog vektora je

N w , \™ .
(27 ) = (1= 58) (Z7e0)()),
4.
j-tu komponentu vektora (Z7e™)(j) zovemo j-ta komponenta frekvencije greske
e(™ buduéi da je
e = Z(Z7elm),

pa je to tezinska suma stupaca matrice Z gdje je tezina (Z7e(™)(j). Ako znamo
da su komponente Z sinusoide raznih frekvencija, onda ¢e svojstvene vrijednosti

matrice R,

w
Aj(Rw) =1 =S

odredivati kojom ¢e se brzinom svaka od komponenti prigusivati.

Ako uzmemo w = 2/3, onda vrijedi

AR = 1= 24,
gdje je _
)\j:2<1—cosN 1),
pa za j > N/2 imamo
2 <)\ <4,
pa je za te j
1
|)‘J(Rw)| < g

To znaci da se u tezinskoj Jacobijevoj metodi greske gornje polovine komponenata
mnoze s 1/3 ili manje u svakoj iteraciji, bez obzira na N. Taj w je, dakle dobar
izbor, pa tezinska Jacobijeva metoda za S(i) glasi

) 1 . . ‘ .
improved x(j) = 2 (27(j = 1) + 20 () + 29 + 1) + 45(7)).

Evo ilustracija za S(i), ako je i = 6, a N = 25 — 1 = 63 (dakle imamo 63 nepoz-
nanice). Imamo 6 redova slika — u prvom je rjesenje i greska pocCetnog rjesenja, a
preostalih 5 pokazuju rjesenja i greske nakon uzastopnih primjena S(i). Pravo je
rjesenje sinusoida nacrtana tockasto u najljevijoj slici u svakom retku. Aproksima-
tivno je rjeSenje prikazano na istoj slici, ali punom linijom. Srednja slika u retku
prikazuje gresku i njenu normu (u naslovu slike). Najdesnija slika pokazuje kompo-
nente frekvencija greske (Z7e(™)). Odmah se vidi da nakom primjene S(i), desna
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polovina frekvencija se prigusi. To takoder omoguc¢ava da aproksimativna rjesenja
postanu glada jer greSske u nizim frekvencijama izgledaju glade nego u visim. Na
pocetku norma vektora rapidno opada s 1.78 na 1.11, ali poslje postupno opada, jer
treba prigusiti malo vise gresaka u visokim frekvencijama. Zbog toga ima smisla
upotrijebiti samo 1 do 2 iteracije za S(7) u odredenom vremenskom trenutku.
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Solution after O steps
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How welghted Jacobl damps frequneey(]}

© {143)+(209) cos{["pLEI)

U 2D slucaju, djelovanjem operatora S(i) svaka tocka bit ¢e zamijenjena sa
slicnom tezinskom sumom, ali sada od (najvise) 4 susjeda.

Ako operator S(i) za tezinsku Jacobijevu metodu u 1D slu¢aju napisemo u
obliku

. i o WG g ‘
improved Xﬁ») =(1-w)- $§) + B) (xﬁll + xﬁll + bﬁ’ )>’

onda operator S(i) u 2D slu¢aju ima oblik

(@) (@) (@) (@)

. i i w i
improved x{} = (1 —w) - x(,l)c +7 (le.k T T T Tkt g T bgl)c)

B J 4

U oba slucaja koristi se tezina w = 2/3.

1.3.2. Operator restrikcije R

Sada promatrajmo operator restrikcije R(7), koji uzima desnu stranu b(7) prob-
lema P(i), i aproksimativno rjesenje x(i), i preslikava ga na problem P(i — 1) s
desnom stranom b(i — 1) i aproksimativnim rjesenjem x(i — 1).

Neka je r(i) rezidual aproksimativnog rjesenja x(i):

r(i) = T(i)z () — b(3).
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Ako je z(1) egzaktno rjesenje, r(i) je 0. Ako rjesimo jednadzbu

egzaktno za korekciju d(7), tada je z(i) — d(7) rjesenje koje trazimo, jer je

T()(2(i) — d(@)) = T(0)x (i) = T()d(@) = (r(i) + b(z)) — r(z) = b(7).
Dakle, ako R(i) primijenimo na (b(¢), z(7)) dobijemo P(i — 1) moramo
e izracunati rezidual r(7),
e restringirati ga na sljede¢u grublju mrezu da dobijemo b(i — 1) = r(i — 1),

e staviti pocetnu pretpostavku rjesenja z(i — 1) = 0.
Dakle, P(i — 1) ¢emo dobiti rjesavanjem problema
Ti—1)d(i—1)=r(i—1),

za korekciju d(i —1), startamo li od pocetne pretpostavke z(i —1) = 0 (0 je vektor!).

Restrikcija ¢e se dobiti usrednjavanjem s najblizim susjedima 7(i) na finoj
mrezi (s 2°—1 nepoznanica) da bi se dobila aproksimacija na grubljoj mrezi (a 271 —1
nepoznanica). Vrijednost u grubljoj mrezi je 0.5 puta vrijednost u odgovarajucoj
tocki fine mreze + 0.25 puta vrijednost u 2 susjeda fine mreze. Matri¢no, to izgleda
ovako:

11
12

bli — 1) =

s =

DO [

S s =
=
=
S
—~
~
S~—
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Festriction Operator in Mul tigrid

r(3)(2),

r(3)i1) 2B

. r(3)(8)=0 r(3) for P(3)

r{3)(5) r{3)(7)
r(3)(6)

R(3)

r(2)(1) = e(A)(1)¢d + x((2)72 + e(3)(3d

/\ v 2)(2) =x(33p4 + v (3p(dp2 + x(I(5)F4

r(2){0)=0+ r{2)(4)=0 r(2) for P(2)

r(2)(3) = r((5)4 + x(DBY2 + x(N(T)d

—a— Tl

ns —=— REtCthy sampk
S \Ilb"-'-'- E STiCthy ae rage
- h\m'

=,
Ty

0 1 2 3 i 5 B T g 5 10 11 12 13 1 15 16

U 2D slucaju, operator R(i) zahtijeva usrednjavanje s (najvise) 8 najblizih
susjeda (u N, S, E;, W, NW, SW, SE i NE smjerovima prema kompasu). Princip
usrednjavanja je isti, samo se primijenjuje u oba smjera.

Vrijednost u (unutrasnjoj) tocki grublje mreze dobiva se tako da se uzme: 1/4
vrijednosti u toj tocki na finijoj mrezi, plus 1/8 puta zbroj vrijednosti u susjed-
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ima lijevo, desno, gore i dolje (W, E, N, S), plus 1/16 puta zbroj vrijednosti u
dijagonalnim susjedima (NW, NE, SE, SW).

1.3.3. Operator interpolacije In
Na kraju, operator interpolacije In(i — 1) uzima priblizno rjesenje d(i — 1) na

grubljoj mrezi i preslikava ga u aproksimaciju rjesenja d(7) na finijoj mrezi. Rjesenje
d(i — 1) se interpolira na finojoj mrezi na sljede¢i nacin.

Interpolation Operator in kMul tigrid

x2)(1)

/\"‘2"2’ x(2) for P(2)

X(2)(0)=0% X(2)(4)=0

x(2)3)

In(2)

AI2)=(x(2)(1)

X(3)1)=(x{2)(0)+x(2)H1))/2 X{3)(3)={x(2)(1) +x(2)(2))'2
3 (A =x2)2) x(3)(%)=0 x(3) for P(3)

X(3)(0)=0%
X7 =(x2) 322
X(3)(6)=x2)(3)

AINSEY =2 2)+x( )32



1. RJESAVANJE DISKRETNE POISSONOVE JEDNADZBE MULTIGRID METODOM MULTIGRID - 24

Coarse Grid Function

Interpolated Fine Grid Function

1 T ) ) ) . )

N = = N[

d(i — 1)

QL
—~
-~
S~—
I
~
S
—~
-~
|
—_
S~—
—~
QL
—~
-~
|
—_
S~—
S~—
I
N[= = N

N = N

U 2D slucaju, interpolacija zahtijeva usrednjavanje s (najvise) 4 najbliza sus-
jeda (u NW, SW, SE i NE smjerovima prema kompasu).

Preciznije, ako je tocka finije mreze ujedno i tocka grublje mreze, uzimamo
istu vrijednost (“usrednjavanje” preko jedne tocke). Ako tocka finije mreze ima dva
najbliza susjeda iz grublje mreze (gore i dolje, ili lijevo i desno), uzimamo srednju
vrijednost tih susjeda (usrednjavanje preko dvije tocke s faktorom 1/2; kao u 1D
slucaju).
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Konacno, ako tocka finije mreze ima cetiri najbliza susjeda iz grublje mreze
(dijagonalo rasporedenih, tako da je tocka u sredistu kvadrata, kao na sljedecoj
slici), uzimamo srednju vrijednost tih susjeda (usrednjavanje preko Cetiri tocke s
faktorom 1/4).

1.4. Primjeri konvergencije Multigrid metode

Sada pokazimo kako radi Multigrid na 1D problemu, a zatim i na 2D problemu.
Sljedeéi graf predstavlja desnu stranu i pravo rjeSenje 1D problema sa 127 = 27 — 1
nepoznanica.
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True Solton Right Hand Ske
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Sljedec¢i graf daje pregled konvergencije Multigride i to na dva nacina. Graf
na desnoj strani predstavlja rezidual

residual (k) = ||T(2)x(i) — b(i)||

nakon k iteracija punog Multigrida (FMG). Graf na lijevoj strani predstavlja omjer
normi susjednih reziduala, i pokazuje kako je rezidual opao za faktor koji je ograden
od 1 u svakom koraku (za manje glatka rjesenja, rezidual ¢e opadati s faktorom 0.5
u svakom koraku.)
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Konacno, sljededi graf pokazuje kako se ponasa greska za sve iteracije u svakom
¢voru mreze. Susjedne iteracije oznacene su razlicitim bojama

Mozemo vidjeti da se greske mijenjaju za konstantni faktor za taj graf u polu-
logaritamskom mjerilu, Sto znac¢i da opadaju za konstantni faktor. Takoder vidimo
da greske postaju glade sto dulje iteriramo.
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arrar aftar aach heraton k

Sljedece je mala 2D ilustracija. Prva dva grafa su pravo rjesenje i desna strana,
a sljedeca dva predstavljaju reziduale kao i na 1D crtezu.
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True Saltdan Right Hand Ske
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resldualk+1 presldualic) \ raskual{k}
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1.5. Paralelizacija Multigrida

Sada ¢emo napraviti pazljiviju analizu paralelne slozenosti 2D Multigrid algo-
ritma, koja ukljucuje i cijenu komuniciranja medu procesorima. Gdje ¢e se pojaviti
potreba za komunikacijom?

Kao sto smo ve¢ opisali, kod 2D multigrida nova vrijednost u svakom ¢voru
mreze ovisi o najvise do 8 susjeda tog ¢vora — to su susjedi u smjerovima N, E,
S, W, NW, SW, SE i NE, prema stranama svijeta (kompasu) obzirom na taj ¢vor.
Tih susjeda moze biti i manje, ako smo na rubu mreze. Susjedni ¢vorovi mogu
pripadati razlicitim procesorima, Sto rezultira komunikacijom i tako ¢emo odrediti
njenu cijenu.

Pretpostavimo, kao i dosad, da je n = 2™ 41 i da imamo n X n mrezu ¢vorova
s podacima u dvije dimenzije. Prirodno je uzeti 2D polje procesora s prirodnim
rasporedom podataka po procesorima.
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Dakle, neka je broj procesora p = s? potpuni kvadrat. Podaci su rasporedeni
na s X s mrezi procesora, s tim da svaki procesor ima svoju odgovarajuc¢u podmrezu
cijele mreze ¢vorova s podacima, dimenzija

Odmah se vidi da je, radi jednostavnosti, zgodno pretpostaviti da je i s potencija
od 2. Uzmimo da je
s=2" p=4F=2%"

s tim da je logi¢no pretpostaviti da je & < m, odnosno p < n?, tako da imamo
barem po jedan ¢vor cijele mreze po procesoru. Tada svaki procesor ima podmrezu
dimenzija

Qm—k % 2m—k.
Striktno govoredi, jos treba po jednu od paralelnih stranica kvadrata (na kojima su

vrijednosti rjesenja zadane), pridruziti rubnim procesorima na tom rubu — recimo,
gornju i lijevu stranicu dodjeljujemo pripadnim procesorima.

Takva situacija je ilustrirana na sljedecoj slici, za m = 51i k = 2. Imamo
mrezu od 33 x 33 tocaka raspodjeljenu na 4 x 4 = 16 procesora.

Ruzicasta isprekidana crta omeduje one tocke mreze koje pripadaju odgo-
varajuéem procesoru.

Osim toga, u najgornjem redu procesora, ¢vorovi mreze posebno su oznaceni
brojem (i bojom) potproblema kojem pripadaju, tako da broj ¢ oznac¢ava pripadnost
problemu P® (i svim problemima vecéeg indeksa).

Uocite da imamo to¢no po jednu tocku oznacenu 2 po svakom procesoru.
Nadalje, jedina unutrasnja (ne-rubna) tocka u P je ona u centru kvadrata i pri-
pada procesoru iznad “ruzicastog”.

U opéem slucaju, ¢im je k& > 0, odnosno p > 1 (Sto znac¢i p > 4), postoje
problemi P® s dovoljno malim brojem évorova (manjim od broja procesora), tako

da poneki procesori uopée ne sadrze pripadne ¢vorove tog problema (prazni su). To
su problemi P® za i < k, a ima ih

1
k‘—lzalong—l.

O tome treba voditi racuna kad analiziramo cijenu komunikacije, Sto znac¢i da ¢emo
imati dva slucaja: 1 > ki < k.
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Comumanieation pattern for Multigrid on 32 by 33 mesh with 4 by 4 processor grid

In top processor row, grid points labeled m are npdated in problem P(m) of roul tigrid

Pink processor owns grid points inside pink hox

In lower half of graph, grid points labeled m nead to be communicataed to pink processor
in problem P{m) of rol tigrid

Pogledajmo sad kad imamo komunikaciju medu procesorima u pojedinim faza-
ma multigrid algoritma — prvo za jedan V-ciklus, a zatim za puni multigrid ciklus
(FMG).
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Uzmimo za primjer “ruzicasti” procesor s prethodne slike. On treba odredene
podatke za ¢vorove od svojih susjeda da bi mogao izvrsiti algoritam. Pripadni
¢vorovi oznaceni su na isti nacin kao i prije — indeksom problema i bojom.

Na primjer, da bi izra¢unao nove vrijednosti rjeSenja za svoje (plave) tocke u
najfinijem problemu P® | “ruzicasti” procesor treba:

e vrijednosti iz po 8 plavih ¢vorova od svojih N, S, E, i W susjeda (uz svoje
“stranice”), kao i

e vrijednost iz po jednog plavog ¢vora od svojih dijagonalnih NW, SW, SE i NE
susjeda (uz svoje “vrhove”).

Analogno, za nove vrijednosti u (crvenim) ¢vorovima sljedeéeg problema P™, on
treba

e vrijednosti iz po 4 crvena ¢vora od svojih N, S, E, i W susjeda, i

e vrijednost iz po jednog crvenog ¢vora od svojih dijagonalnih NW, SW, SE i
NE susjeda.

Isti princip komunikacije vrijedi sve dok svaki procesor ima bar po jedan ¢vor odgo-
varajuée mreze, tj. do problema P®),

Nakon toga, u jos grubljim problemima, samo neki procesori uc¢estvuju u ko-
munikaciji (i ra¢unanju). Svaki od njih treba po jednu vrijednost od nekih, u opéem
slucaju, 8 procesora (ne nuzno susjednih). Naravno, uz rubove, broj potrebnih
vrijednosti pada.

Ovo nam je sasvim dovoljno da napravimo asimptotsku (“veliko O”) analizu
cijene komunikacije i racunanja.

Pogledajmo prvo V-ciklus koji pocinje na nivou m. U nivoima od m do k,
svaki procesor ima barem po jednu tocku mreze. Nakon toga, na nivoima k£ — 1 do
1, manje od cjelokupnog broja procesora ima aktivnu tocku odgovarajuce mreze, pa
neki procesori ne rade nista.

Kao i ranije, neka je f vrijeme po flopu, a vrijeme za pocetak komunikacije i
(3 vrijeme slanja po rijeci (broju) u poruci.

Kad smo na nivou ¢ u gornjem dijelu V-ciklusa, za m > ¢ > k, potrebno
vrijeme za taj nivo Time(7) je:

Time(i) = O(4" %) * f + O(1) x a + O(2"7%) % 3.

Prvi ¢lan dolazi od broja operacija po procesoru, koji je proporcionalan broju
¢vorova po procesoru, drugi clan dolazi od konstantnog broja komunikacija sa sus-
jedima, a trec¢i clan je broj poslanih rijeci.
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Zbrajanjem svih clanova za ¢ = k, ..., m dobivamo
Time(k-m) = O(4™ ) % f + O(m — k) x a + 02" %) x 3
= O(n*/p) * f + Olog(n/p)) x a + O(n//(p)) * B.

Uoc¢imo da ovdje imamo efekt “povrsina prema volumenu”, ¢im je ¢ > k, kada svaki
procesor komunicira tako da salje samo svoje rubne podatke, a racuna s mnogo vise
tocaka no sto ih posjeduje. Taj fenomen vidjeli smo kod simulacije skupa cestica
kada je vrijeme racunanja dominantno nad vremenom komunikacije.

Za nivoe k > i > 1, taj efekt nestaje, jer je broj transfera rijec¢i za svaki
procesor priblizno jednak broju racunskih operacija:

Time(i) = O(1) * f + O(1) x o+ O(1) * 3.
Zbrajanjem svih clanova dobivamo:

Time(1-(k—=1)) =0k -1)*x f+ Ok —-1)xa+O0k—-1)xf3
— O(log(p)) * / + Oloa(p)) * a + Olog(p) * .

Ukupno vrijeme za V-ciklus koji poc¢inje na najfinijem nivou je:

Time = O(n?/p + log(p)) * f + O(log(n)) * &+ O(n/\/(p) + log(p)) * .

Slicno dobivamo i ukupno vrijeme za V-ciklus koji pocinje na nivou j, za k < 7 < m:

Time(j) = O(4 /p + log(p)) * f + O(j) ¥ a + O(27//(p) + log(p)) * 5.

Ukupno vrijeme V-ciklusa koji pocinje na nivou j, za j < k, je:
Time(j) = O() * f + O(j) xa + O(j) x 5.

Prema tome, ukupno vrijeme za potpuni multigrid (FMG), uz pretpostavku n? > p
(svaki procesor ima barem 1 ¢vor), je:

Time = i Time(5)
= O(n?/p + log(p) * log(n)) * f + O((log(n))?) * a
+0(n/\/(p) + log(p) * log(n)) * 8
= O(N/p +log(p) * log(N)) * f + O((log(N))?) * a
+O(/(N/p) + log(p) * log(N)) * 5,

gdje je N = n? broj nepoznanica. Ubrzanje za racunske operacije obzirom na
sekvencijalni algoritam koji zahtijeva O(N) rac¢unskih operacija je O(N/p+ log(p) *
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log(N)), sto je skoro savrseno kad je prvi ¢lan dominantan, tj. kad je N > p, ali se
reducira na log(N)? kad je p = N (recimo u PRAM modelu).

U praksi, vrijeme provedeno u najgrubljoj mrezi, kad svaki procesor ima ili
1 aktivan ¢vor ili ga uopée nema, je beznacajno za sekvencijalni procesor, ali je
znacajno za paralelno racunalo, pa se zbog toga ozbiljno rusi efikasnost paralelnog
algoritma. Na primjer, u ¢lanku “Analysis of the Multigrid FMV Cycle on large
scale parallel machines”, R. Tuminaro and D. Womble, STAM J. Sci. Comp. v. 14, n.
5, 1993, autori su razmatrali razne varijante multigrida za nCUBE2 racunalo s 1024
procesora. To racunalo imalo je relativno nisku latenciju i Sirok pojas komunikacije
obzirom na brzinu realnih racunskih operacija. Za 64 x 64 nepoznanica, imamo
samo 4 nepoznanice po procesoru u najfinijoj raspodjeli, (vrlo malo za tako “veliko”
racunalo), pa je efikasnost V-ciklusa bila samo 0.02, a FMG-a samo 0.008. U tom
slucaju veéina procesora je vecinu vremena besposlena. Za mrezu 1024 x 1024
¢vorova imamo 1024 nepoznanice po procesoru, pa je efikasnost V-cilusa 0.7, a
FMG-a 0.42, sto je vrlo razumno.

1.6. Usporedba paralelnih metoda za rjeSavanje
diskretne Poissonove jednadzbe

Usporedimo

e SOR (Successive OverRelaxation s optimalnim parametrom wept),
e FFT (Fast Fourier Transform), i
e Multigrid

za tjeSavanje Poissonove jednadZbe na mreZi n x n s N = n? nepoznanica. Ovdje
ne¢emo biti pretjerano “sitnicavi’ u smislu da FFT-u odgovara da je n = 2™, a
multigridu da je n = 2™ — 1. To ¢e se izgubiti u O notaciji. Pretpostavljamo da
nase racunalo ima p procesora, a svaka realna operacija traje f sekundi. Slanje
svake poruke s k rijeci traje a + k * 8 sekundi.

#Hops #poruka #poslanih rijeci
SOR N3/2/p N1/2 N/p
FFT N xlog(N)/p p!/? N/p

Multigrid N/p 4+ log(p) *log(N) (log(N))? (N/p)*/? + log(p) * log(N)

Dakle, SOR je sporiji nego druge dvije metode po svim parametrima. S druge
strane, tesko je re¢i ima li manje racunskih operacija u FFT-u ili multigridu, jer broj
iteracija u FMG-u ovisi o tome kolika se toc¢nost zeli, dok FFT daje uvijek punu
tocnost. Nadalje, multigrid oc¢ito Salje manje rije¢i nego FFT ili SOR.
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S druge strane, nije jasno salje li FFT ili multigrid manje poruka. Broj poruka
je sporije rastuca funkcija od N no sto je to broj operacija ili broj poslanih rijeéi i za
dovoljno veliki N bit ¢e manjeg reda veli¢ine no druga dva ¢lana. Ali, ako je cijena
po poruci « velika, a p malen, nije jasno sto je brze — FFT ili Multigrid, jer u tom
slucaju O analiza nije dovoljna da bi to razlikovala (sve ovisi o implementaciji).



